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Chapitre 1

Introduction a la dynamique des
structures

1.1 Introduction : Objectif de la dynamique des structures

Tout corps possédant une masse et une élasticité est capable de vibrer. Ces vibrations peuvent
étre de plusieurs ordres :

- utiles (montres, rasoir électrique, haut parleur, détection de fissures par mesures vibratoires,
ete. .. ),

- agréables (berceau, balangoire, instruments de musique, etc. .. ),

- désagréables voire bruyantes (marteau-piqueur, etc. .. ),

- fatigantes ou nuisibles tant pour les étres humains que pour les machines ou les édifices (sur-
chargent les piéces et fatiguent les matériaux en provoquant parfois des ruptures, desserrent
les assemblages et matent les surfaces en contact, nuisent a la précision des mouvements et par
conséquent & la qualité du travail accompli, fatiguent le personnel et nuisent a sa santé ... etc.).

La lutte contre les vibrations indésirables est un aspect important de I’étude des machines. Le
role de 'ingénieur est de :

- prévoir les résonances dangereuses,

- s’assurer qu’elles se trouvent hors du régime opératoire,

éliminer ou de réduire les sources de vibrations,

atténuer la vibration des machines,

protéger I'environnement et les appareils contre les vibrations,

introduire des amortisseurs.

Ainsi la conception de toute machine ou structure nécessite la prise en considération du com-
portement vibratoire de celle-ci. Pour cela, la modélisation mathématique est nécessaire. Le
modéle permet :

- d’étudier le comportement d'un prototype et d’apporter les corrections nécessaires avant de
le réaliser, d’otl un gain de temps et d’argent,

- d’éviter de faire des mesures trop cotiteuses ou méme impossibles sur I'objet réel (grande
machines, simulation d’accidents),

- de faire fonctionner (simuler) le systéme dans des situations extrémes sans aucun danger ni
frais,

- de découvrir des effets inattendus.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

1.2 Modélisation mathématique

Les équations mathématiques qui définissent les déplacements, sont appelées, les équations de
mouvements. La résolution de ces équations donne I’historique des déplacements recherchés.
Afin d’établir ces équations de mouvements, on dispose de plusieurs méthodes, dont nous pré-
sentons certaines qui sont déja vues en modules (VOM et Mécanique rationnelle -cf programme
Licence 2éme année) :

- la loi fondamentale de la dynamique,
- et la méthode de Lagrange.

1.2.1 Loi fondamentale de la dynamique

Soient le repére Galilien R; et le systéme matériel (S) de masse m et de centre d’inertie G
(Figure 1.1). Le systéme (S) est lié au repére Ry.

FIGURE 1.1  Un systéme matériel

On définit le torseur des forces extérieures par rapport au point P, comme suit :

ﬁezt }
o { Myp(Feat) -y

tel que ﬁm et ]\Z/p(Fm) sont respectivement la résultante des forces extérieures et la résultante
des moments des forces extérieures par rapport au point P.

Le torseur dynamique, calculé dans le repére R;, du systéme (S) par rapport a un point P

quelconque est donné par :
i
/P

tel que S est la résultante dynamique et g;P est le moment dynamique par rapport a un point
P. Ces derniers sont donnés par les relations suivantes :

i = G (1.3)
-, dii? - . — .
0ip=—gZ +ViP) AmVi(G) (1.4)
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

o V(%) est la vitesse du point (x) et fi)p est le moment cinétique donné par :

fip = 100 + PG A mVi(G): P quelconque (1.5)

et I et Qi sont respectivement le tenseur d’inertie calculé au centre d’inertie G et le vecteur
de rotation instantané.

Si le point P appartient au systéme matériel (S) (par exemple O), on peut calculer le moment
cinétique par la relation :

Si le point P est quelconque mais fixe ou s’il se coincide avec le centre d’inertie de la structure
G, la relation (1.4) devient :

. diﬁi i3
0hp = —gt= = Ia% (1.7)

La loi fondamentale de la dynamique est définie par I'égalité entre le torseur dynamique (1.2)
et le torseur des forces extérieures (1.1), comme suit :

;: :{ Fle‘”t . } (1.8)
/P M/P(Femt>

Ce qui donne pour la translation pure de coordonnée x :

S F = mi (1.9)

ou ¥ est l'accélération du centre de gravité de la masse et max est appelée force d’inertie qui
s’oppose a ’accélération de la masse.

Dans le cas de la rotation pure de coordonnée 6 par rapport au point P, le théoréme fondamental
de la dynamique devient :

S Miyp(Fogy) = Ip0 (1.10)

ou 6 est Paccélération en rotation.

Application 1.1

Considérons un systéme masse-ressort-amortisseur (Figure 1.2 a). Pour utiliser la loi mention-
née ci-dessus (1.9), nous devons passer par différentes étapes :

- isoler le systéme dans sa position d’équilibre statique et déterminer les forces de rappel élas-
tique actives a cette position (Figure 1.2 b).

- choisir un sens positif pour le déplacement, la vitesse et 'accélération.

- représenter le systéme isolé pendant son déplacement positif & partir de sa position d’équilibre
avec toutes les forces qui s’exercent sur le systéme, avec leurs sens réels. Pendant ce déplace-
ment, la vitesse est aussi considérée positive pendant ce temps (Figure 1.2 ¢).

- appliquer la deuxiéme loi de Newton (1.9)

USTHB page 9 F. Boumediene & A. Miloudi
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k fkiasex)
M
(Wt

Fositnen
 eapuilibin e

1] T
a) Systéme massc-ressort Ih, | o
‘e -

b) Position d'équilibre statique
¥ T + g

'
o) Déplacement positif de la masse

FIGURE 1.2 — Systéme a un degré de liberté avec amortissement visqueux

On obtient I’équation de 1'équilibre statique (Figure 1.2 b) :

kEAg = mg (1.11)
En dynamique (Figure 1.2 ¢) :
k(Ast + )+ Ci — mg = mi (1.12)

En remplagant (1.11) dans (1.12), on trouve 1’équation de mouvement dynamique par rapport
a la position d’équilibre statique comme suit :

ma + Cz + kx =0 (1.13)

Application 1.2
Considérons un pendule inversé, constitué d’une sphére de masse m, et de rayon r, solidaire a
une des extrémités de la tige de masse my et de longueur Ly (Figure 1.3). La tige est articulée
a une extrémité et fixée a un ressort et un amortisseur. Nous supposons que r << Lo et par
conséquent la sphére peut étre considérée comme un point matériel et donc le moment d’inertie
massique total devient, :

Io=1,+miLy

ol I, est le moment d’inertie massique de la tige par rapport a 'axe O

FIGURE 1.3 — Pendule inversé

En adoptant les mémes étapes que précédemment, nous aurons a I’état d’équilibre statique, le
ressort n’est pas sollicité. En se référant au diagramme isolé (Figure 1.3 b), et en appliquant
'équation (1.10), pour les faibles oscillations, il vient :

l .
P2§29 + Pili0 — k%0 — CL20 = (I +mal}) 0

qu’on peut mettre sous la forme :

[
Cl2. k’l%—ngz—Plll

0+ —10+ 6 =0 avec Ip = I, + myl3
Iy Io
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

1.2.2 Meéthode énergétique (systémes conservatifs)

Quand il n’y a pas de dissipation d’énergie, le systéme est dit conservatif. A chaque instant,
I’énergie d’'un systéme conservatif, en vibrations libres, est répartie en énergie cinétique et
énergie potentielle. L.’énergie cinétique est emmagasinée dans la masse par 'intermédiaire de
sa vitesse, par contre ’énergie potentielle est emmagasinée sous forme de travail effectué par
la déformation élastique ou par un champ de force comme la gravitation. L’énergie totale est
constante et donc la variation de I’énergie totale est nulle pour un systéme conservatif.

%(T+U)=0 (1.14)

ou T et U sont respectivement 1’énergie cinétique et potentielle.

Application 1.3

Considérons un pendule de torsion constitué
d’un disque de moment d’inertie J restreint a
une rotation par un arbre de raideur de tor-
sion K (Figure 1.4). Les énergies cinétique et

poteritie'lie sont données par : FIGURE 1.4 — Pendule de torsion
T=:J0
2

et U= 3K6°
En appliquant 1’équation (1.14), on obtient :

JO+ KO=0

1.2.3 Meéthode de Lagrange

Soit un systéme dont la position d'un point est repérée par n ordonnées ¢, qo, ...q,. On appelle
équation de Lagrange, I’équation de la forme :

doT _oT oU oD _
dtd¢ O0¢  O¢ 04

Qi (1.15)

avec :
T : I'énergie cinétique totale du systéme,
U : I'énergie potentielle totale du systéme,
Q; : la force généralisée externe appliquée au systéme.
D : I'énergie de dissipation

1
D= §Cq'i2 avec C : le coefficient d’amortissement

Dans le cas ou toutes les forces dérivent d’un potentiel, I'équation (1.15) peut s’écrire comme
suit :

d oL 0L n oD
dt9g;  O0q; 04
avec : L =T — U : est le Lagrangien du systeme.
Pour un systéme conservatif, libre, I'équation de Lagrange peut étre écrite :

Qi

doL oL
dtog — Oq

(1.16)

USTHB page 11 F. Boumediene & A. Miloudi



CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

Application 1.4

Une barre de longueur L, de poids P a un T ——
mouvement de vibrations dans le plan de la k
figure 1.5. Pour des faibles oscillations, établir G

I’équation du mouvement de la barre.

FIGURE 1.5 — Barre articulée

Solution
L’énergie cinétique, potentielle et celle de dissipation, sont données respectivement par :

T=1Rk0*> , U=1iK(L0)> et D=1C(LH)*

— 2 -2
Le calcul des différents termes donne :

dor . or _oU ., D | . B
dog =0 gg =0 5g =KL, 5 = CLib et Q=0

En appliquant 1’équation de Lagrange (1.15), nous aurons :
Job + CL20 + kL*0 = 0
qu’on peut mettre sous la forme :

CL?. kL?
f+"26=0
T T

0 +

1.3 Caractéristiques d’un probléme dynamique

Tout systéme vibratoire peut étre modélisé par un systéme équivalent (Figure 1.2 a) ayant une

.....

systéme est soumis a une force f, le probléme dynamique est régi par I’équation suivante :

mi + ct + kx = f (1.17)

ou x, T et T caractérisent respectivement le déplacement, la vitesse et ’accélération de la masse.
Pour un systéme a un degré de liberté, ces entités sont des scalaires. Par contre, si le nombre
de degrés de liberté n est supérieur a un, m, c et k deviennent des matrices de dimension n et
x, et @ ainsi que la force f deviennent des vecteurs de dimension n.

1.3.1 Le nombre de degrés de liberté

Le nombre de degrés de liberté d’un systéme physique est égal au nombre minimal de coor-
y y

données spatiales indépendantes nécessaires pour décrire le mouvement du systéme. Ainsi une

particule libre dans 'espace posséde trois degrés de liberté, par contre un corps absolument ri-

gide a six degrés de liberté dans I'espace, trois pour la détermination de sa position et trois pour

la détermination de son orientation. Pour décrire les mouvements des corps continus élastiques,

USTHB page 12 F. Boumediene & A. Miloudi



CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

il nous faut une infinité de coordonnées (trois pour chaque point du corps) donc leur nombre de
degrés de liberté est infini. Cependant, dans plusieurs cas, certaines parties du corps peuvent
étre considérées comme rigides et le systéme peut étre considéré dynamiquement équivalent a
un systéme a un degré de liberté (Figure 1.6).

1)

FIGURE 1.6 — Systémes a un degré de liberté

1.3.2 Rigidités de quelques éléments élastiques
Ressort équivalent

En pratique, deux dispositions de ressorts peuvent exister :

Disposition en série (Figure 1.7)
72 ke ks - v% Keq s
(a) (b)
FIGURE 1.7 Ressorts en série et leur systéme équivalent

F F 1 1 1

F=ka=k,(—+—)=>—+—=—
! q(kzl k:z) ki ko ke
En général, pour n ressorts en série, on a :
EE (1.18)

Disposition en paralléle (Figure 1.8)

P ke
£
(a) g (b)

FIGURE 1.8 — Ressorts en paralléle et leur systéme équivalent

USTHB page 13 F. Boumediene & A. Miloudi



CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

Les deux ressorts se déplacent de la méme quantité :
F:keqx:k1x+k2x:>keq:k1+kg

En général, pour n ressorts en paralléle, on a :

keq =2 i1 ki (1.19)

La rigidité des structures peut étre déterminée par un calcul statique. On donne quelques valeurs
dans le Tableau 1.1. |13]

Application 1.5
Déterminer la pulsation propre du systéme représenté a la figure 1.9, constitué d'une masse m,
suspendue a I'aide d’un ressort, & 'extrémité d’une poutre encastrée.

On donne :

m = 25kg ' L .

ky = 1900N/m 2 ' f:#
E = 2.110"1N/m? — "
L =0.32m

a = 0.03m

b = 0.006m )

FIGURE 1.9 — Poutre cantilever

A Textrémité libre de la poutre encastrée, le déplacement statique n’est rien d’autre que la
fleche statique de celle-ci sous I'action du poids P. La fleche a I'extrémité est donnée par :

_PL?
3Bl
o e 1o, ’ N 3
et la rigidité de la poutre est égale a : k; = Apst = % avec [ = %

AN : T =5410""m"* et k; = 10333.57TN/m
Nous constatons que la raideur de la poutre est en série avec celle du ressort, donc la raideur
équivalente est donnée par :

11 1
42—k = 160491N
ke kL ko /m

La pulsation propre du systéme est donnée par :

[ ke
wop =1/ — =8.01rd/s
m

USTHB page 14 F. Boumediene & A. Miloudi



CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

TABLE 1.1 — Raideurs en translation et rotation de quelques éléments

Ressort hélicoidal axial

-~ -+ 2R

il
i

4

" 16nR? _ _
n est le nombre de spires actives

pour L >> R

Ressort hélicoidal en flexion

o
AN & Ed! 1
=] K =
64nR E

1 _
NbTE

n est le nombre de tours actifs

pour L >> R

Ressort spiral de torsion

@ EI
@ K= T si le point A est encastré

K =0, 87 si le point A est appuyé

L est la longueur totale de la spire
I est le moment d’inertie de la section

Poutre E-L chargée a son extrémité

3ET
R
Poutre A-A chargée en son centre
|__L/z__.__|_/z__! K _ 48EI
13
Poutre A-A chargée en dehors de son centre
o=y 3EI(a+Db)
K=""pp
Poutre E-E chargée en son centre
=
e e - 12T

Torsion d’un arbre uniforme

pEE=Iy e

K="
L

C est la constante de torsion de la section

Torsion d’un arbre a section variable

Ty .
Da Db 4
KL —7 P DiG

32 [p DN\2 [/ D,\?
L _b_|_ _b + _b
D, "\ D, D,

1.3.3 Amortissement

Les expériences montrent qu’il est impossible d’avoir des systémes vibrants sans dissipation
d’énergie. Les forces de friction et d’amortissement sont toujours présentes pour tout systéme
physique, qui atténue 'amplitude des vibrations. Ces forces dissipent de 1'énergie; plus pré-
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

cisément, l'inévitable présence de ces forces constitue un mécanisme a travers lequel 'énergie
mécanique du systéme, I’énergie cinétique ou l’énergie potentielle se transforme en d’autres
formes d’énergies telle que la chaleur. La dissipation de I’énergie peut étre une fonction du
déplacement, de la vitesse, des contraintes ou d’autres facteurs. Cependant, un modéle d’amor-
tissement peut étre concu pour permettre le plus souvent une approximation satisfaisante.
Malgré la présence de 'amortissement, pour n'importe quel systéme, on commence d’abord par
étudier la réponse non amortie pour déterminer les modes propres. Ceci est ’objet de la section
suivante.

1.4 Reéponse libre non amortie

1.4.1 Mouvement harmonique simple

Afin d’introduire la terminologie nécessaire pour nos discussions futures, nous prenons le plus
simple systéme oscillatoire a un seul degré de liberté dont le mouvement peut étre décrit par une
seule coordonnée x. Le systéme est constitué d’une masse m suspendue a un ressort de raideur
k et de masse négligeable (Figure 1.10 a). Son mouvement harmonique peut étre décrit par un
vecteur tournant comme indiqué sur la (figure 1.10 b) qui résulte d’une fonction trigonométrique
de la forme Asinwt ou A coswt. Le mouvement se répéte a intervalles de temps égaux appelés
périodes. LLe mouvement complet accompli pendant une période est appelé cycle. L.e nombre de
cycles effectués par unité de temps désigne la fréquence. La valeur du pic du mouvement est
appelé amplitude.

(a) Systéme masse-ressort (b) Représentation vectorielle

FIGURE 1.10 — Mouvement harmonique

Appliquons la méthode de 1'énergie (1.14), pour déterminer I’équation de mouvement du sys-
téme ci-dessus (Figure 1.10 a) :

d (1 o, 1 5\ . .
E<§mx —|—§kx)—(mx+kx)x—0

Comme la vitesse & ne peut étre nulle & tout instant on aura :

|mi + kz = 0] (1.20)

qu’on peut mettre sous la forme :

T+ wiz=0 (1.21)

avec wy est la pulsation propre du systéme non amorti, donnée par :

wo =4/ % (1.22)
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

[équation (1.21), est une équation différentielle homogéne du second ordre dont la solution
générale est donnée par :

‘QE = Asinwyt + B cos wyt (1.23)

Les constantes arbitraires A et B sont déterminées par les conditions initiales du systéme. En
général, les conditions initiales sont les suivantes :

z(0) = xo
{ H0) — o (1.24)

et la solution générale devient :

v
T = —Osmwot + xgcoswpt (1.25)
Wo

1.4.2 Fréquence et période du mouvement libre non amorti

L’examen de 'équation (1.23) nous montre que le mouvement décrit par cette équation est
harmonique donc périodique. Puisque les fonctions sinus et cosinus ont une période égale a 2,
alors la période T' du mouvement peut étre déterminée par :

_27T

T (1.26)

Wo

La fréquence est définit comme étant le nombre de cycles complets du mouvement effectués par
unité du temps.

1 Wo

fo= =2 (1.27)

qui définit, la fréquence propre du systéme.

1.4.3 Amplitude du mouvement libre non amorti

L’équation (1.23) qui décrit le mouvement libre non amorti peut étre écrite sous la forme
sinusoidale suivante :

r = Xsin(wot + @) (1.28)
ou bien sous la forme :
x = Xcos(wot — 1) (1.29)
Ou :
X = Ja2+ (22 (1.30)
Wo
Lo
tan ¢ = 1.31
oo/ (1.31)
fanp = /%0 (1.32)
To

Ces équations sont déduites en posant :

ro = X sin¢ et z—g:Xcosqﬁ
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

La valeur de X est définie comme étant 'amplitude du mouvement et angle ¢ (ou 1) comme
étant la phase du mouvement. Nous représentons graphiquement la solution du mouvement
libre non amorti par la (figure 1.11).

1

xn

v f

FIGURE 1.11 — Réponse du mouvement libre non amorti

1.5 Reéponse libre amortie

Il est impossible d’avoir des systémes physiques vibrants sans amortissement. Trois mécanismes
y y

d’amortissement intrinséques sont importants dans I’étude des systémes mécaniques :
- 'amortissement interne : pertes internes, dissipation d’énergie mécanique dans le matériau ;
- 'amortissement de type fluide : dissipation d’énergie mécanique résultant des forces de frot-
tement et des interactions dynamiques fluide-structure ;

Y
- 'amortissement de frottement : dissipation d’énergie mécanique résultant des mouvements
relatifs entre les composantes d’une structure aux points de contact ; joints ou des supports.

Si ’amortissement intrinséque n’est pas suffisant, deux types d’amortissements externes peuvent
étre ajoutés :

- 'amortissement passif : c’est un dispositif qui dissipe 'énergie a travers quelques mouvements,
sans avoir besoin d’une source d’alimentation externe ou d’actionneurs;

- Pamortissement actif : ce dispositif a des actionneurs qui nécessitent des sources externes d’ali-
mentation. Ils fonctionnent en controlant activement le mouvement du systéme qui nécessite
un amortissement. (controleurs de vibration).

Du fait qu’il existe divers types de matériaux et différents systémes mécaniques, on ne peut pas
adopter un seul modéle d’amortissement. Dans tous les cas, I’équation de mouvement s’écrit
sous la forme :

Mi+d(x,) +kx=0 (1.33)

tel que d est le terme d’amortissement (Tableau 1.2)

[utilisation d’un terme d’amortissement visqueux linéaire équivalent simplifie considérable-
ment ’analyse mathématique. Pour déterminer cet amortissement équivalent, il suffit de prendre
I’égalité entre 1'énergie dissipée due a ce dernier, par cycle d’oscillation a celle de 'amortisse-
ment original. Dans ce qui suit, on étudie la réponse d’un systéme avec amortissement de type
visqueux. On étudiera d’autres types d’amortissement dans le deuxiéme chapitre.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

TABLE 1.2 — Les différents modéles d’amortissement

Type d’amortissement Expression
Visqueux > Ci;
Hystérétique - Structural ), wiC’le
Frottement > Ciltilsgn(a;)
Frottement (Coulomb) > Cisgn(i;)

1.5.1 Amortissement du type visqueux

L’amortissement est dit visqueux si la force d’amortissement appliquée & un corps est développée
par un fluide visqueux qui I'entoure. La force d’amortissement visqueux est proportionnelle a
la vitesse et de sens opposé au mouvement ; elle est exprimée par :

F=—Ci (1.34)

ou C est le coefficient d’amortissement et & est la vitesse.
[’équation de mouvement libre de ce systéme est donnée par la relation suivante :

mi+Ct+ kxr =0 (1.35)
La solution d’une telle équation est de la forme :
x(t) = Ue™ (1.36)

oll 7 est une constante a déterminer.
En remplacant (1.36) dans (1.35) nous obtenons quelque soit le temps ¢ :

mr? +Cr+ k=0 (1.37)

L’équation (1.37) est appelée équation (ou polyndome) caractéristique de I’équation différentielle
(1.35), son discriminant est donné par :

A = C? — 4km (1.38)

Cas1: A=0:

Dans ce cas I’équation (1.37) a une racine double de la forme :

_ ¢

T—2m

(1.39)
En annulant la valeur de A (1.38), on obtient :
C? —4km = 0= C =2Vkm

Cette valeur représente ’amortissement critique C,,. (la transition entre les conditions de mou-
vements oscillatoire et non oscillatoire). Donc :

Co = 2vVkm = 2wom (1.40)
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

Donc, I’équation (1.39) devient :
_Ccr

2m

r= = —wp (1.41)
Donc la solution (1.36) s’écrit sous la forme :
x(t) = Ue 0!
Une deuxiéme solution peut exister tel que U sera fonction de temps, comme suit :
z(t) = U(t)e ! (1.42)
En remplacant (1.42) dans 'équation de mouvement (1.35), on obtient :
Ut)=0

Ce qui implique que la premiére dérivée (vitesse) est constante (U(t) = A). Alors U est linéaire
en fonction du temps :

U(t)=At+ B

Donc la solution homogéne pour un amortissement critique est donnée par :

xp(t) = (At + B)e ot (1.43)

ou A et B sont des constantes a déterminer a partir des conditions initiales.

Cas 2 : A > 0 (Systéme sur-amorti) :

Dans ce cas les deux racines sont réelles distinctes données par :

—C £+/C? —4km

e (1.44)

T2 =
Puisque C' est une valeur positive, De la relation (1.38) on obtient :

C>2vVkm = C > C,,

On pose :

C
5:ccr

tel que & est le facteur d’amortissement (£ > 1 dans ce cas) et £ = 1 correspond a I’amortisse-
ment critique.
Alors le coefficient d’amortissement peut étre écrit sous la forme :

(149

En remplacant C' par sa valeur (1.45) dans la solution (1.44), cette derniére devient :

7“172 = (.Uo(—f + \ 52 — 1) (146)

Le mouvement est apériodique (non oscillatoire) sous forme exponentielle décroissante.

2h(t) = Ae0EFVEDE | pe-wole—\/E-D (1.47)

ot A et B sont des constantes a déterminer a partir des conditions initiales.
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Cas 3 : A <0 (Systéme sous-amorti) :

Dans ce cas A est de type complexe :
A = —(4km — C?) = i*(4km — C?)
Les solutions sont complexes conjuguées de la forme :

—C *iv4km — C?

2m

T2 = (148)

ou en fonction du facteur d’amortissement ¢ comme dans la relation (1.46) comme suit :

T = wo(—§ =+ 2\/1_752) (1.49)

La solution de I'équation différentielle s’écrit alors sous la forme :
xp(t) = e 90t (At 4 Bemiwet) (1.50)

tel que wy est la pulsation propre du systéme non amorti et w, est la pulsation propre du

systéme amorti,
We = woy/ 1 — &2 (1.51)

ou sous une forme plus simple comme suit :

zp(t) = Xe 0t sin(w,t + ®) (1.52)

Application 1.6

Un systéme masse ressort avec amortissement visqueux est écarté de sa position d’équilibre
statique d'une distance z(, puis laché sans vitesse initiale.

- Déterminer la réponse du mouvement z(t) quand £ =3; & =1et £ =0.1

- Comparer les résultats en tracant sur le méme graphe, les trois courbes adimensionnelles z/z
en fonction de wy.t.

Solution
a) Cas : £ = 3, le mouvement est apériodique dont la réponse est représentée par I’équation
(1.47) :

e Ae(—3+\/§)wot +Be(—3—\/§)w0t

Les constantes arbitraires A et B sont déterminées a partir des conditions initiales :
z(0)=xpet =0
La réponse du mouvement devient :
Th _ 1.0303e0-1716w0t _ () 303 —5-8284wot
Lo
b) Cas : £ = 1, c’est 'amortissement critique
La réponse d’un tel systéme est de la forme (1.43). En appliquant les conditions initiales, on
obtient : .
0 (14 wot)e 0!
To
b) Cas: £ = 0.1, mouvement périodique de la forme (1.52). En appliquant les conditions initiales
on obtient : .
x—" = 1.005¢ 10" 5in(0.995wot + 84.26)
0
Les solutions obtenues, pour différentes valeurs de 'amortissement & sont représentées sur la
(figure 1.12). Pour les trois types de mouvements, nous constatons que I'amplitude du mouve-
ment tend vers zéro lorsque ¢ devient grand, ce qui justifie I'abandon de la solution transitoire

en régime permanent.
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Réy du it amorti d'un systé a un degré de liberté

-

uif
=

=
o

=
=

=
s

=

e
fo

Rapport d'amplitude X/Xo

e
=

e
&

e
=

FIGURE 1.12 Réponse du mouvement amorti pour trois valeurs de I'amortissement &

Application 1.7

. . . , V7
Un oscillateur simple constitué d’une masse AT

M = 2 kg, du ressort de raideur K = 105 N/m
et d'un amortisseur de coefficient d’amortisse-
ment C' = 200 N.s/m, assujetti & se déplacer
verticalement comme le montre la figure 1.13.
Déterminer la réponse libre du systéme consé-
cutivement a 'application des conditions ini-

tiales suivantes : FIGURE 1.13 — Schéma d’un systéme a un ddl.
z(0) =20=0,01m et ©(0)=vy=1m/s

F(t)

Solution
La nature de la réponse libre du systéme amorti, dépend du facteur d’amortissement &, donné
par :

_C
N QJV[QK

K
Wo = 4/ v 223,61rad/s

d’ou : £ = 0,22 et donc le systéme est sous amorti car £ < 1
Pour un tel systéme amorti, la réponse libre est donnée par :

3

avec !

x(t) = e80! (Asinwyt + B cosw,t)
i(t) = e 50! [—Ewp (Asinwyt + B coswat) + wy (Acosw,t — Bsinw,t)]

Appliquons les conditions initiales :

z(0) =290 = B =1
v + EwoTo

#(0) = —woB + w,A =1y = A = "

La pulsation propre du systéme amorti :
wa = woy/1 — € = 217,94rad/s
D’ott on tire : A =0,0069 et B =0,01 d’ot1 on a :
x(t) = e 10,0069 sin (217,94 t) + 0,01 cos (217,94 t)]
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2éme Méthode :

2(t) = Xe 5t sin (wat + @)
i(t) = Xe 0t [—Ewy (Sinwal + @) + w, (coswal + ¢)]

Appliquons les conditions initiales :

z(0) = zg = A siny = x
(0) = X [—&wp sin ¢ + w, cos @] = vy

En combinant les deux équations ci-dessus,on aura :

ToWq,

=arctg——
4 g’Uo + §woo

soit : ¢ = 0,9668rad et X = 0,0121
La réponse est donc donnée par :

z(t) = 0,0121e~5% sin (217,94 ¢ + 0, 9668)

1.5.2 Deécrément logarithmique

La détermination expérimentale du facteur d’amortissement &, peut se faire par la mesure
du décrément logarithmique 9. Celui-ci représente le taux d’affaiblissement de 'amplitude des
vibrations pendant une période (Figure 1.14). Le décrément logarithmique est le logarithme

Népérien du rapport de deux amplitudes maximales successives X; et X, 1.

Amplitude X(t)

FIGURE 1.14 Taux d’affaiblissement de I'amplitude des vibrations

Pour un systéme libre amorti (§ < 1), la réponse est donnée par (1.52) :

z(t) = Xe 50 sin(w,t + @)

(1.53)

Notons que pour la valeur du sinus égale a I'unité, la courbe est tangente a I'enveloppe expo-
nentielle Xe~ 0! cependant les tangentes ne sont pas horizontales et les points de tangence
apparaissent légérement a droite du point d’amplitude maximale. Généralement cet écart est
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négligeable et 'amplitude du point de tangence peut étre prise égale a 'amplitude maximale.
Donc le décrément logarithmique peut étre écrit sous la forme suivante :

e Ewoti

_ _ ﬁw Ta __
0=1In e T In e>*%e = EwoTy,

Comme le systéme est amorti, la pseudo-période T, est donnée par :

T 21 B 21
¢ Wq WO\/]_—fQ
on a:
§ = & 1.54

En représentant graphiquement 6 = f(§) (Figure 1.15), il est évident que pour des petites
valeurs de &, le décrément logarithmique ¢§ est directement proportionnel & £ et est donnée par :

§ = 2m¢ (1.55)

Décrément logarithmique en fonction de &

Décrément logarithmique g
(o]

0 02 04 06 08 1
Facteur d'amortissement &

FIGURE 1.15 — Décrément logarithmique en fonction du facteur d’amortissement
Notons que, plus le facteur d’amortissement ¢ est faible et plus la mesure du rapport de deux

maximums successifs n’est imprécise car ce rapport est proche de I'unité. Afin de palier a ce
probléme on effectue la mesure du rapport des amplitudes maximales X; et X;,,.et on obtient :

§=1m- X (1.56)

USTHB page 24 F. Boumediene & A. Miloudi



CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

SERIE D’EXERCICES

Exercice 1

Etablir les équations de mouvement des systémes de la figure 1.6. On suppose que :
- les oscillations sont de faible amplitude ;

- les ressorts et les tiges sont de masses négligeables ;

- la corde de la figure 2d est de masse négligeable et inextensible.

Exercice 2

On se propose d’étudier le comportement vibratoire de matériaux en caoutchouc (Figure 1.16)
en vue de leur utilisation dans la construction. Pour leur modélisation, nous assimilons I’élasti-
cité du matériau a celle d'un ressort de raideur k et les pertes énergétiques par un amortissement
visqueux de coefficient c. Le ressort et 'amortisseur ainsi considérés sont associés en paralléle.
On suppose, de plus, que le poids du caoutchouc est négligeable devant les forces mises en jeu.

{5

j
i
-

e
b
i
oo

oda elﬁﬁf;]}{"&*g

FIGURE 1.16 — Support en caoutchouc

On place une masse m = 1tonne sur un bloc en caoutchouc qui se comprime, alors, d’une
distance d. Aprés une compression supplémentaire, la masse m relachée prend un mouvement
oscillatoire amorti autour de sa position d’équilibre que 1'on repére par la coordonnée y. On
mesure 'intervalle de temps, At, séparant le ler (Al) et le 6éme (A6) maximums. On trouve
At = 0.2s. La diminution d’amplitude correspondante est de 60%.

1- Ecrire I’équation différentielle du mouvement de la masse m par rapport a la position d’équi-
libre.

2- Donner la forme générale de la solution y(¢). Comment varie I'amplitude des oscillations ?
3- Calculer le rapport entre le ler et le 6éme maximums (A1/AG6).

4- Calculer la pulsation propre wqy (en prenant A1/A6 = 2.5) .

5- Déduire de ce qui précéde les valeurs de k et c.

Exercice 3

Nous nous proposons de déterminer expérimentalement les caractéristiques mécaniques (m, ¢, k)
de 'accélérométre. Suspendons une masse de 200grammes a la masselotte de 'accélérométre. Le
systéme étant a I’équilibre, la surcharge est décrochée. Nous observons un mouvement sinusoidal
amorti, les mesures effectuées donnent :

- la pseudo période : T, = 20.1073s

- 'amplitude initiale et celle du premier maximum de méme signe : Aqg = 1,25bmm et A; =
0,05mm

USTHB page 25 F. Boumediene & A. Miloudi



CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE DES STRUCTURES

Calculer les caractéristiques suivantes :
- La pulsation propre wy

- Le coefficient d’amortissement ¢

- La masse m et la raideur k.

Exercice 4

Pour quelle valeur de la masse m aura lieu la résonance du systéme représenté par la (figure
1.17)?

x(t)

y Ft) —
ke T K
m

FI1IGURE 1.17 — Systéme a un degré de liberté.

On donne :

N N
by =2x 10" =, ky=1x10* = et F(t) = 200sin 50t
m m
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Chapitre 2

Vibrations forcées des Systémes a un
degré de liberté

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le mouvement des structures modélisées a un degré de liberté ex-
citées par une force. Nous commencons d’abord par les forces harmoniques. Plusieurs structures
sont soumises a des forces ou des déplacements qui peuvent étre représentés par des fonctions
trigonométriques en sinus ou en cosinus en fonction du temps. L’étude de ce type d’excitation
revét une grande importance puisqu’on le retrouve assez souvent en dynamique des structures.
Ces derniéres sont souvent sollicitées par des actions dynamiques qui proviennent des machines
tournantes qui développent des excitations harmoniques dues a I'inévitable présence de masses
excentrées dans les rotors de certaines machines. En outre, dans le cas ou l'excitation n’est
pas harmonique, la réponse du systéme peut étre obtenue, en utilisant la méthode de Fourrier,
comme la superposition de réponses a des composantes harmoniques de I’excitation. En plus,
nous entamons les forces aléatoires et nous présentons deux nouveaux types d’amortissement.

2.2 Excitation harmonique

2.2.1 Systéme non amorti

Considérons un systéme non amorti excité par une force harmonique d’amplitude Fj et de
pulsation . L’équation différentielle régissant un tel mouvement est donnée par :

mi + kx = Fysin(Qt) (2.1)

la solution de cette équation est de la forme :

x(t) = xp(t) + xp(t) (2.2)

tel que : xp,(t) est la solution de I’équation homogéne (c’est le cas du systéme libre non amorti,
étudié dans le chapitre 1) et zp(t) est la solution particuliére déterminée suivant la nature de
la force d’excitation.

Dans le cas d’une force harmonique de pulsation €2, la solution particuliére est harmonique de
méme pulsation :

z,(t) = X sinQt (2.3)
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En remplacant (2.3) dans équation (2.1), il vient :

X =% (2.4)
ou r est le rapport des fréquences :
_ 0
et la solution générale sera alors :
x(t) = Asinwot + B coswot + fﬁ{f; sin Qt (2.6)

Nous constatons que la réponse est déduite par superposition de deux fonctions harmoniques
de fréquences différentes. Donc la réponse globale n’est pas harmonique.

2.2.2 Systéme a amortissement visqueux

Considérons le cas d’un systéme a un degré de liberté (figure 2.1) en vibrations soumis a un
amortissement du type visqueux. Fj est 'amplitude de la force d’excitation et €2 est la pulsation
d’excitation. L’équation du mouvement du systéme est donnée par :

mi + Ci + kx = Fysin(§2) (2.7)

la solution de cette équation est de la forme :
z(t) = xn(t) + p(t)

La solution particuliére z,(t) dépend de la forme du second membre de I’équation différentielle,
ainsi dans le cas de I’équation (2.7), on cherche une solution de la forme :

xp(t) = Cysin Qt + Cy cos Qt (2.8)

L *,

F=F;sin L.t
—

B b B B B B o

FIGURE 2.1 — Systéme & amortissement visqueux excité par une force harmonique

En remplacant z,(t) dans I'équation (2.7) et aprés identifications, nous trouvons :

. Fg/m
O @mr T gaap Y >
Cy = —Fy/m S 26wo Q2 (2.10)

(wg = %)% + (26wo2)

En posant : w? — Q% = Fcos ® et 2£we2? = F'sin @, nous obtenons :

z,(t) = Gsin(Qt — @) (2.11)
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ou GG et @ sont respectivement I’amplitude et le retard de phase de la réponse du mouvement
permanent par rapport a I'excitation F'(t).

o sin(Qt—®)
xp(t) = GO—(lfr2)2+(2€r)2 (2.12)
tel que :
® = arctan (12_5:2) (2.13)

et Gy est la réponse a l'excitation statique de grandeur Fj et r est le rapport des fréquences
(2.5)

Go=Xy =1 (2.14)

La solution totale est donc la somme de la solution homogéne qui représente la réponse transi-
toire et la solution particuliére qui représente la solution permanente :

= Xe twot g _ Gosin(@t-®) 91
z(t) = Xe sin(w,t + @) + TR ormy (2.15)

Pour la réponse transitoire, nous ’avons déja étudiée dans le chapitre précédent et nous avons
constaté que I'amplitude du mouvement transitoire tend vers zéro lorsque t devient grand ce
qui justifie 'abandon de la réponse transitoire en régime permanent. Ainsi la réponse, en régime
permanent est donnée par :

x(t) = GoDsin(Qt — D) (2.16)

tel que D est le rapport de 'amplitude de la réponse en mouvement permanent du systéme sur
I’amplitude de la réponse statique. Il est appelé "Facteur d’Amplification Dynamique"

G _ 1
D= Go (1—r2)24(26r)2 (2.17)

A partir de I'équation (2.17), nous constatons que le facteur d’amplification dynamique D varie
avec le rapport des fréquences r et du facteur d’amortissement . De méme 1'équation (2.13)
montre que la phase ® varie également avec les mémes paramétres.

3

2.2.3 Etude des variations d’amplitude et de phase

Le facteur d’amplification dynamique maximal D,,,, est obtenu pour le minimum de son dé-
nominateur. Ainsi :

d

— 1 — r2)2 2 2=

V=P ()
Donc, le facteur d’amplification dynamique est maximal pour :
r=4/1—2& (2.18)
Ou bien de la relation (2.5), on trouve que D,,,, s’obtient a la valeur de pulsation :

Q, = woy/1 — 2¢2 (2.19)

Ainsi nous déduisons que la résonance d’amplitude a lieu & 2, < wq. A la résonance d’amplitude,
le facteur d’amplification dynamique maximal est :

Dmacﬂ = D(?" = 1/ 1— 262) = 2‘5\/%? (220)
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Par contre, nous constatons que la résonance de phase est indépendante du facteur d’amortis-
sement £ et elle a lieu & » = 1 c’est a dire a €2, = wy. En général, pour les systémes amortis,
la résonance de phase ne se coincide pas avec la résonance d’amplitude. Néanmoins, pour les
systémes faiblement amortis nous pouvons dire que :

Q, ~ wy (2.21)

et
1

Dmax = ==
2¢

Nous représentons, dans la figure 2.2, I'influence du facteur d’amortissement & sur le facteur
d’amplification dynamique et sur la phase de la réponse en régime permanent. L’analyse de
cette représentation met en évidence un maximum de réponse vibratoire lorsque le rapport des
fréquences est égal a r = /1 — 2£2 c’est la résonance d’amplitude. Le facteur d’amplification

dynamique maximal s’écrit donc : D,,., = ——— Nous constatons que la variation de la

264/1-¢2

phase, entre le mouvement de la masse m et de la force excitatrice, en fonction de la pulsation
d’excitation est caractérisé (2.2 b) par :

- ’angle de déphasage est compris entre 0 et 180 degrés, avec un passage a 90 degrés au rapport
des fréquences égal a 1; c’est la résonance de phase,

- pour un faible amortissement, le passage par cette résonance provoque un changement de
phase de 180 degrés environ.

(2.22)

Pour les systémes peu amortis, la résonance de phase et la résonance d’amplitude apparaissent
comme confondus ; on parle de résonance sans précision. Cette fréquence de wy/27m, ne dépend
que de la rigidité et de la masse du systéme; sa détermination se fait indépendamment de la
force d’excitation et de I'amortissement &.

180} | D1 ———
2 = TG
3 140 A et y
€ 0 0261 ¥
: i
- %mn— , 1 I
é % 80k % / 07
g =] \ - //
55 &0 /////// b4
:;Z @ //[’/

20 ;2;;/’/:/7,

DD 02 0‘4 D‘E o8 1 1‘2 14 16 18 2

(a) Facteur d’amplification dynamique D (b) La phase ®.

FIGURE 2.2 — Facteur d’amplification dynamique D et phase ® en fonction du rapport des
fréquences r pour différentes valeurs d’amortissement &

2.2.4 Amortissement visqueux équivalent

[’importance de I'amortissement est principalement de limiter 'amplitude de la réponse au
voisinage de la résonance. Dans le cas d’'un amortissement visqueux, la résonance d’amplitude
a lieu & w ~ wy (avec 'hypothése que £ << 1) et :

X = -2
Cw

(2.23)
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Pour tous les autres types d’amortissement, 'amplitude a la résonance peut étre estimée, avec
une bonne précision, en utilisant dans I’équation (2.23) le coefficient d’amortissement visqueux
équivalent C,, évalué sur la base d’'un mouvement harmonique et d’énergie de dissipation égale.
Le coefficient d’amortissement visqueux équivalent est déterminé & partir de I'expression de
I’énergie dissipée par cycle, par I'amortissement visqueux a la pulsation w qui est donnée par :

E =10 wX? (2.24)
ou I'énergie E doit étre évaluée pour la force d’amortissement considérée.

Application 2.1

Déterminer le coefficient d’amortissement visqueux équivalent dans le cas d'une force d’amor-
tissement quadratique, proportionnelle au carré de la vitesse. Ce type d’amortissement est
rencontré dans le cas des écoulements turbulents des fluides.

En déduire 'amplitude a la résonance.

Solution

Soit la force d’amortissement :

F, = —sgn(&)ad?

ot sgn(&) = i
ainsi :
. 2
F, = *azx

ou le signe négatif est pris lorsque & est positive et vice versa.
le déplacement est harmonique de type : x = —X coswt
[’énergie dissipée par cycle est :

X s
E = 2/ ai’dr = —2aw2X3/ sin® wtd(wt)
0

-X

soit, :

8
E= §OMQX3

Le coefficient d’amortissement visqueux équivalent est tiré a partir de 1'égalité des énergie
(2.24) :

8
TCqwX? = gaw2X3
d’ou
C,, = iOsz
“ 3r

L’amplitude a la résonance est obtenue en posant w = wy et Cpy = Fo/(Xwp) (2.23) :

X — 37TF2
\/ oy
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2.2.5 La bande passante

Nous avons déja vu, précédemment (Chapitre 1), que Iaffaiblissement d’amplitude des vibra-
tions libres permet d’évaluer 'amortissement d’un systéme a un degré de liberté, simplement
par le calcul du décrément logarithmique. Une autre technique de détermination de I’amortisse-
ment est basée sur I'observation de la réponse en régime permanent autour de la résonance, par
la mesure de la largeur de bande. L’amortissement dans un systéme vibratoire est caractérisé
par sa courbe de résonance (réponse dans la zone de résonance) et peut étre mesuré par la
bande passante. La bande passante est I'intervalle (ro — ry) situé autour de la résonance et tel
que 'amplitude de la réponse pour les rapports de fréquences 7 et 79 soit égale & 'amplitude de
la réponse a la fréquence de résonance divisée par v/2. Nous avons déja montré que les systémes
faiblement amortis £ < 0.1), le pic de résonance d’amplitude correspond aux valeurs : 7 ~ 1 et
Dinae =~ 1/2€ (2.22). En remplagant dans I'équation (2.17) D par D,n../v/2, on obtient :

22282 — 1)+ 1-82 =0

rhy=1-24+26/1+¢2

Puisque ¢ est faible (£ <0.1), on aura :

qui a pour solutions :

riy=1£2¢
Donc on a :
Ty — 11 =28
En remplagant les rapports des fréquences par leurs expressions, nous aurons :
AQ A 1
—:—f:2§:— (2.25)
Wo Jo Q@

ot @ est le facteur de surtension ou facteur de qualité. En électronique, ) mesure la résonance
du circuit électrique.
La mesure de la bande passante est trés utilisée pour déterminer le facteur d’amortissement &.

Par ailleurs, on a :
X (r) X (rs)
20 lOglo X =20 logw T = —3dB

T T

Ce qui justifie 'expression fréquemment utilisée de "largeur de bande a (3dB)"

La figure 2.3 schématise la méthode d’obtention de la fréquence de résonance. Les points M,
et M, sont appelés, les points de demi-puissance, car I'énergie dissipée aux fréquences corres-
pondant & 7y et 9 est égale a la moitié de celle dissipée a la résonance.

Bande passante a3 dB

45 .

o 4 e 2 e S
@ ‘ ; ; ; ;
i e— _R—  — | Bl dambpdlapms ...
= : : ! ; :
§, 3""1)ma2{[g*|].5] i e e R R R ]
= Lomy e ] : :
2= EECEEEES SREEE | EELE, EEPEEE EEEEREPEEE EEFCREPRL SERREREES
S ARA L. T —
] : Bande'passante
o ' "
| T— et de s At e b ]
T :
o e / A0, <1 (R S SHR—
G
) s T N 7 i~ vseins seiy

0 : ! ; : i

0 g5 M a 15 2 25 3

Rapport des fréquences r

FIGURE 2.3 — Méthode de la largeur de bande
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2.3 Amortissement du type structural ou hystérésis

Considérons le cas général d'un déplacement harmonique résultant d’une force d’excitation
harmonique. On a donc :

F = FysinQt et o = X sin(Qt — @)

Le travail effectué par le mouvement pendant un cycle est :

2
E:/de:/Ffl—idt:FOQX/Q sin Qt cos(Qt — D) dt
0

Dou :
E =7n1FyXsin® (2.26)

Il est évident, qu’a partir de cette équation (2.26), pour une amplitude donnée, I’énergie de
dissipation maximale a lieu quand ® = 90°. Notons que la condition de résonance est = wy
pour & = 90° et 'amplitude correspondante est :

_ Iy/k

X =3 (2.27)

En remplacant dans I’équation (2.26), nous obtenons le travail effectué par cycle a la résonance :

E = 21€kX? = nCuwyX? (2.28)

L’énergie dissipée par cycle par la force d’amortissement peut étre représentée par la figure 2.4,
sachant que (& = XQcos(Qt — @) = £QvV X? — 22) et la force d’amortissement visqueux est
représentée par une ellipse donnée par :

F,=Ct=+CQVX?— 22
Donc le travail effectué par cycle est 'aire entourée par I'ellipse représentée sur la figure 2.4.
r:;»" /7

F &

7 X

"

X

T -
Y o
~

S

FIGURE 2.4 La courbe hystérésis

Si nous considérons que I'amortissement est associé avec le ressort, I’équation de la force totale
F}, est donnée par :

F,=F +F, = ke + CQVX2 — 12 (2.29)

2.3.1 Amortissement visqueux équivalent & un amortissement du type
structural ou hystérésis

Quand un matériau est cycliquement déformé, I'énergie est dissipée intérieurement par l'inter-
médiaire du matériau lui-méme. Plusieurs expériences ont indiqués que pour plusieurs structures
métalliques telles que 'acier et 'aluminium, ’énergie dissipée par cycle est indépendante de la
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fréquence pour une large bande de fréquences. En général, nous admettons que I'énergie dissipée
par amortissement structural est proportionnelle au carré de 'amplitude des vibrations ; soit :

E=aX? (2.30)
Le coefficient d’amortissement visqueux équivalent est donc obtenu par :
TCewX? = aX? (2.31)

d’ou :
Coyg = — 2.32
q ( )

La force d’amortissement structural est donc :

«
F,=C.,0 = —1i 2.33
qv wa ( )

et I’équation différentielle du mouvement peut s’écrire sous la forme :
o .
mi + — + kx = Fye’! (2.34)
o
et dans le cas d'un déplacement harmonique, & = jwz, 'équation (2.34) devient :

mi + joa + ka = Fyel*! (2.35)
T

En posant & = nk, I'équation de mouvement est donc donnée par :

mz + k(1 + jn)z = Fyelt (2.36)

ou k(1 + jn) est la rigidité complexe et 7 est appelée facteur de perte par amortissement
structural.

2.3.2 la réponse forcée d’un systéme avec un amortissement structu-
ral

La réponse du mouvement permanent de I’équation (2.36) est donc donnée par :

(2 = Xl (2.37)

Par identification, on a : '
[(k — mw?) + jnk]Xe® = Fy

d’ou on tire :

— o — _ _Do/k 2
* V(k—mw)2 (k)2 \/(1=r2)2 42 (2.38)
et
® = arctan k_’zswz = arctan "5 (2.39)

2.4 Application pratiques d’un systéme a un ddl soumis a
une force harmonique

Nous présentons maintenant, I'utilisation pratique des systémes vibrants modélisés par un sys-
téeme a un degré de liberté soumis a une excitation harmonique.
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2.4.1 Balourd dans les machines tournantes

Une turbine, un moteur électrique ou toute autre machine avec un rotor comme organe principal
est une machine tournante. On parle de la présence d’'un balourd si le centre des masses du rotor
ne se coincide pas avec son axe de rotation. Le produit de la masse par son excentrement (me)
est par définition le balourd de la machine tournante (Figure 2.5 a). La machine tournante de
masse totale M montrée sur la (figure 2.5 a) est supposée se déplacer dans la direction verticale

x(t).

| | Feq sin ot

k k

(%

G

(a) Modéle initial (b) Modéle équivalent.

F1GURE 2.5 Balourd

La masse excentrée m tourne avec une vitesse angulaire ().
Soit x(t) le déplacement vertical de la masse (M —m), alors le déplacement vertical de m est :

T + esin Qt

ol : e est 'excentricité.
L’équation différentielle du mouvement du systéme est alors :
2
(M—m)ii:+m@ (x4 e.sinfit) + C + Ko =0

ou bien :
Mi + Ci + Kx = m.eQ*sinQt (2.40)

Posons m.e§)? = Feq, 'équation de mouvement s’écrit :
Mi+ Ci+ Ko = Fgsint (2.41)

On peut dans ce cas donner le modéle équivalent au systéme initial, et la réponse en mouvement
permanent du systéme est donnée par :

QZ
r = m;( Dsin (0t — ) (2.42)
| 0 [K C 267
avec : D = ,r=—, Wy =1/—:; &= ———=¢et o= Arct
V(1 —12)2 4 (26r)? wo M . 2V KM ¢ 1=

A partir de I'équation 2.42, on a :

me$)?
Tr =
k
M
M

Dsin (wt — ¢) = %T2D sin (wt — ¢) = X sin (wt — @)
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[’amplitude de la réponse en mouvement permanent est :

X = %HD (2.43)
1 2
En résonance de phase, r=1; D = i; X = 2?]\3 et ¢ = Arctg% = 90°
de I’équation 2.43, on a :
MX 2
=D = L (2.44)
e V=P 26

6 T T T T
'[2=0.05
1 2=0.10
5 """"" .: """""""""" = R B B B B f IR RI AR R AR R AR R AT
.:I:
2 4f R - P S S——
2
E 1
B L ST TR
o '
g ;
. 1 pf.zﬁ _________________________________________
0.375
{§ S % = I e
1.0 E
0 -
0 1 2 3 4 5

Rapport des fréquences r

FIGURE 2.6 — Le rapport M X/me

Remarques

- Pour de faibles vitesses, quand r << 1, la force me)? est petite et ’amplitude X des vibrations
est proche de zéro.

- En résonance de phase, quand r = 1 et le facteur d’amplification dynamique D = 1/2¢, la
masse (M — m) a une amplitude égale & X = me/(2{M) est par conséquent limitée par la
présence de 'amortissement dans le systéme. La masse (M — m) a un déphasage de & = 90°
par rapport a la masse excentrée m, lorsque la masse (M — m) se déplace vers le haut en
passant par sa position d’équilibre statique, la masse est directement au dessus de son centre
de rotation.

- Pour les grandes vitesses, quand r >> 1, % ~ 1. C’est a dire que la masse (M — m) a
une amplitude X ~ 22 . En d’autres termes I'amplitude est indépendante de la fréquence
d’excitation ou de 'amortissement du systéme. Lorsque r >> 1, les masses (M —m) et m sont
en opposition de phase (¢ = 180°).

Ces déductions peuvent étre appliquées au mouvement déséquilibré des machines alternatives.

2.4.2 TIsolation vibratoire et transmissibilité

Les forces de vibrations générées par les machines tournantes et qui sont transmises a la fonda-
tion sont souvent inévitables; cependant, elles peuvent étre réduites considérablement par un
choix approprié des ressorts et amortisseurs.
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2.4.3 Cas d’une fondation rigide (transmissibilité en force)

Supposant que la fondation est rigide (Figure 2.7). Si la force appliquée a la masse m est
harmonique, I’équation de mouvement du systéme s’écrit :

Mz + Ct + Kx = Feysinflt

B e .
A

machine
|

plots anti-vibratiles

FIGURE 2.7 — Cas d’une fondation rigide

La réponse du systéme a une excitation harmonique est :
—twot .- Fog . .
x(t) = Ae S sin(wat + ¢1) + TD sin(wt — @) (2.45)

et la force transmise au sol sera :
Fr=Czt+kx (2.46)

On s’intéresse uniquement aux forces transmises pendant le mouvement permanent, alors :
Fr = kX sin(wt — ¢) + CXw cos(wt — ¢p) = X/k? + (Cw)? sin(wt — ¢ + 1)

Ce qui donne :

Fr = F;:qD\/k:Q + (Cw)? sin(wt — ¢ + ) (2.47)

ou en fonction du facteur d’amortissement & :

Fr = F.,D\/1+ (2&r)?sin(wt — ¢ + 1) (2.48)

avec 1) = arctan % = arctan 2&r
La transmissibilité TR est par définition, le rapport des amplitudes de la force transmise et
celle appliquée :

TR =[xl (2.49)

Ce qui donne :

TR — _VIHC&? (2.50)

(=22 +(20)?

Cette derniére relation nous permet de tracer les courbes de la dépendance TR = f(r) pour
différentes valeurs d’amortissement ¢ (Figure 2.8).
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Transmissibilité en force

i} | e=0.08

Transmissibilité TR

2=0.05 ‘ : —————

1
] 05 1 15 2 25 3 35 1
Rapport des fréquences r

FIGURE 2.8 — La transmissibilité en force TR

On remarque que toutes les courbes du graphe se coincident au méme point d’abscisse r = /2.
Ce point coupe la figure en deux zones : une zone d’amplification (r < /2) et une zone
d’isolation vibratoire (r > 1/2). Dans la zone d’amplification (r < v/2), I'accroissement de
I’amortissement cause la diminution de la transmissibilité T'R. Par contre, quand la machine
tourne avec une vitesse telle que (r > \/5) la force transmise est inférieure a la force appliquée
mais si £ augmente T'R augmente aussi. Ainsi pour une machine a vitesse constante, I’ampli-
tude de la force d’excitation est constante et la force transmise est proportionnelle & la valeur
de la transmissibilité T'R. Il est donc avantageux de choisir la vitesse de la machine telle que
Q/wy > V2 . En isolation vibratoire, on préférera donc des fréquences propres basses et de

faibles amortissements.

Dans le cas d’un amortissement, structural, la force transmise au sol est. donnée par :
Fr=k(1+ jn)z (2.51)
x est le déplacement donné par la relation (2.37). On obtient alors :

Fo/k pilwt—) _ Fo(1+jn) pi(wt—2)
(1—=72)2+n (1—=r2)2+n?

Fr = k(1+ jn)

Comme la transmissibilité T'R est le rapport de 'amplitude de la force transmise a celle appli-

quée (2.49), on aura :
TR— V1t (2.52)
1—r2)2 + 12

2.4.4 Cas d’une fondation mobile (transmissibilité en déplacement)

[’excitation peut étre appliquée au support ou a la base du systéme. Il est dans ce cas utile de
considérer aussi bien le mouvement absolu de la masse que le mouvement relatif de la masse et
du support (Figure 2.9).
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- | IA(I)
d %‘C| s

Assise : support vibrant

équipeme@

plots anti-vibratiles /

FI1GURE 2.9 — Cas d’une fondation mobile

Etudions le mouvement absolu z(t) de la masse m. En appliquant le principe fondamental de
la dynamique, on obtient 1’équation du mouvement sous la forme :

mi+C(& —9)+k(x—y) =0

ou bien :
mi + Ct + kx = ky + Cy (2.53)

si y(t) =Y sinwt, 'équation de mouvement devient :
mi + Ct + kx =Y (ksinwt + Cw coswt)
qui peut étre écrite sous la forme :

mi + Ct + kv = F,,sin(wt + ) (2.54)

oll : v = arctan ¢ = arctan(2{r) et F,q = Y \/k?> + (Cw)? = Yk\/1 + (2¢r)?

La solution de I'équation différentielle est :

z(t) = FIEQD sin(wt — ¢ +7)

z(t) =Y /14 (26r)2Dsin(wt — ¢ + 7) (2.55)

2
avec : ¢ = arctan 1_5:2

Le rapport de déplacement est alors donnée par :

/1482 (2.56)

(122 +(2¢1)?

X
Y

Nous remarquons que la transmissibilité en déplacement est égale a la transmissibilité de force
trouvée pour le cas de fondation rigide. La force transmise a la masse

frt) = —C(i —9) — k(z — y) = mi(t) = Fr = mw?X

On divise cette valeur par kY pour trouver une valeur adimensionnelle, on trouve :

I = r?TR (2.57)

Le mouvement relatif entre la masse et le support est : 2 = x — y. En substituant x par z — y
dans I'équation de mouvement (2.54) on aura :

mz + C% + kz = —mjj = mw?Y sinwt (2.58)
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La réponse en mouvement permanent s’écrit :

2(t) = mCZQYD sin(wt — @) = r’DY sin(wt — @)

avec ¢ = arctan 12_5;2

Donc le rapport entre 'amplitude de déplacement relatif Z et amplitude de la base Y est
donné par (Figure 2.10) :

.2 o r2
=r'D= s (2:59)

<IN

Rapport des amplitudes dans le cas d'un support mobile
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FIGURE 2.10 — Le rapport des amplitudes Z/Y

2.4.5 Application - Capteurs de vibrations

Cette application correspond au cas d’une fondation mobile (Figure 2.11). Comme nous venons
de voir précédemment (2.59), 'amplitude de la réponse est donnée par :

r2y o,
Vi

7 =

et ¢ = arctan 125’"2

=T

¢ SR | 10

structure vibrante :

cristal piézo-électriqgue

FIGURE 2.11 — Capteurs de vibrations

Capteurs a basse fréquence propre (vibrométre)

Lorsque la fréquence propre du capteur de vibrations est faible devant la fréquence des vibrations
a mesurer, c’est a dire r >> 1 | le rapport Z/Y est proche de I'unité, en ignorant la valeur
du facteur d’amortissement. Le mouvement relatif de la masse m de I'oscillateur est donc égale
au déplacement a mesurer (Z = Y). Un tel instrument est appelé “vibrométre”. Cependant
I’amplitude du mouvement a mesurer est limitée par les dimensions du capteur.
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Capteurs a haute fréquence propre (accélérométre)

Lorsque la fréquence propre du capteur de vibration est grande devant la fréquence des vibra-
tions & mesurer, c’est a dire r << 1, le dénominateur de I'équation Z = f(r) tend vers I'unité
d’ott on a :

or w?Y = jj est 'accélération d’ou :
Z — E
0
donc Z est proportionnelle a 'accélération du mouvement & mesurer d’ott son appellation
“accéléromeétre”.

Application 2.2

Un modéle simplifié de la suspension d’un véhicule est représenté sur la figure 2.12. I’habitacle
du véhicule de masse m est connecté aux roues par une suspension modélisée par un ressort
de raideur K en paralléle avec un amortisseur visqueux de coefficient d’amortissement C'. Les
roues son supposées rigides et suivent le contour de la route. Le contour de la route traversée
par le véhicule est supposé sinusoidal comme le montre la figure 1-b, donné par :

2
y(x) = AsinZly
A
a/ v
m
K c

FIGURE 2.12 (a) Véhicule modélisé par un systéme a 1 d.d.l. et (b) profile de la route.

On donne :

m =500 kg, K =4 x 10* E, etC:30OOE
Si le véhicule roule a une Vi?ésse V=52 m/sﬁldéterminer :
La pulsation naturelle du systéme,

Le facteur d’amortissement &,

La pulsation du déplacement du véhicule,

Le rapport des fréquences r,

La transmissibilité TR,

A Al e

L’amplitude absolue du déplacement du véhicule,
7. L’amplitude absolue de 'accélération du véhicule
Solution

1. La pulsation naturelle du systéme,

K 4 x 10* rad
=4/ — it : = =8,944 —
Wo M SO1 wo 500 s S
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2. Le facteur d’amortissement &,

3000
= it { =————=20,3354
$ = S 0 ST g om Y
3. La pulsation du déplacement du véhicule,
2V 2 X1 X bH2 rad
Q=—— soit Q= ———=130,69 —
P 2.5 0 T
4. Le rapport des fréquences r,
130,69
= — soit: r = _— = 14,612
r o soit : r 5,01 ,
5. La transmissibilité TR,
1+ (2¢r)?
TR = - (%) soit : TR = 0,046

V(L =12)2 + (267)?

6. L’amplitude absolue du déplacement du véhicule,
X
?:TRi X =YTR avec Y =A donc X =0,01 x 0,046 = 4,631 x 10~* m

7. L’amplitude absolue de 'accélération du véhicule
A, = O2X soit A, = 130,692 x 4,631 x 1074 =
S
Application 2.3

Une machine de masse M = 130 kg est mon- m T}{
tée sur un support mobile, comme le montre la
figure ci-contre : On donne : " C
¥
£=0,13

y(t) = sin(27 ft) avec: f=9 Hz FIGURE 2.13 — Systeéme a base mobile.

Déterminer :

1. la raideur effective du support, si une mesure de la fréquence propre du systéme a donné
f() == 3 HZ

2. la fréquence des vibrations de la machine provoquées par I'excitation du support,

X
3. I'amplitude du rapport v donnant le régime établi du mouvement vertical de la fonda-
tion.
Solution

1. La fréquence propre est donnée par :

I /K 2 2 3
fOZ% M:>K:47rf0M:46,19><10 N/m
2. pour un systéme linéaire la fréquence de la réponse est égale a celle de I'excitation :

frep:fZQHZ

X
3. I'amplitude du rapport — donnant le régime établi du mouvement vertical de la fonda-

tion, est la transmissibilité en déplacement donnée par :

X T4 (26r)2
Yo /(1 —r2)2+ (26r)?
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9

Le rapport des fréquences est donné par : r = f_ =5= 3
0
d’ou: TR = 10,1578

Application 2.4

Une machine de poids P = 3000 N, est supportée par une fondation flexible. La deflexion
statique de la fondation du au poids de la machine est f = 7,5 c¢m. Il est observé que la
machine vibre avec une amplitude X = 1 ¢m quand la base est soumise a une oscillation
harmonique a la fréquence propres du systéme non amorti avec une amplitude de Y = 0,25 c¢m.
Trouver :

1. Le facteur d’amortissement £ de la fondation,

2. La force dynamique transmise Fr a la fondation,

3. L’amplitude du mouvement relatif Z entre le déplacement de la machine et la fondation.
Solution

1. La rigidité de la fondation peut étre déduite a partir de la deflexion statique :

Mg 3000

Mg=Kf—=K="2%= =4x10* N
9=HKJ 7 o005 /m
3% 10°
d’ott on tire : wy = 3?)00 =10 rad/s.

— Le rapport des amplitudes est donné par :

X _ 14 (26r)?
N R

A la résonance r = 1, le rapport devient :

X _ V1t 1

- —4
Y 26 0,25

d’otton a: 6062 —1=0=&=0,1291

2. La force dynamique transmise F7r a la fondation est obtenue a partir de :

Fr 5 AV 14(26)?
“T _2TR = Fp = kY
v R = = T e ey

A la résonance, cette force est donnée par :

1+ (2£)2
Fp — kY% — KX = 40000 x 0,01 = 400 N
3. L’amplitude du mouvement relatif Z peut étre obtenu a partir de :
VA 2
Y V=27 + 2y
A la résonance, on a :
Z 1
Yy o 2¢
Y 0,0025
dou Z = — ; = 0,00968 m

26 2x0,1291
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Application 2.5
Une machine a coudre de masse M = 165 kg présente un balourd de mge = 0,15 kg.m. La
machine opére a une fréquence f = 125 Hz et montée sur une fondation de raideur équivalente

N
K = 2 x 10° — et de coefficient d’amortissement & = 0,12. Déterminer 'amplitude X du

m,
régime établi de la machine.
Solution

- La pulsation propre est donnée par :

/K | /2 x 10° rad
Wy = M soit : Wo = 165 = 110,096 T

- La pulsation d’excitation est donc :

d
Q=27 f soit: Q=2xmx125 = 785,398 =
s

- Le rapport des fréquence :

785,398

= — soit: r=——-="7,134
T N T T 0,006~
- L’amplitude de la machine est déduite a partir de :
MX 5 r? . moe.r? —4
=r‘D= dou: X = =9,268 x 107* m

moe V(L —72)2+ (26r)? V(L —7r2)2 + (26r)?

2.5 Excitation périodique

Dans cette partie du chapitre, nous présentons ’application des séries de Fourier pour déter-
miner la réponse du systéme a un degré de liberté & une force périodique.

2.5.1 Analyse de Fourier

Nous considérons un systéme a un degré de liberté sous I'action d'une charge périodique qui
est une force dont la fonction se répéte a intervalle de temps égaux T qui représente la période
de la fonction. Fourier a montré que toute fonction périodique peut étre exprimée comme la
sommation d’'un nombre infini de termes en sinus et en cosinus. Soit une fonction périodique
(f(t) = f(t+T)) ou T est la période comme représenté dans la (Figure 2.14).

-

4 F(t) P(t):l:?t

W £ .

Y

FIGURE 2.14 — Force périodique

Sous réserve de remplir certaines conditions (théoréme de Dirichlet), une fonction périodique,
de période T, peut s’écrire sous la forme de la série suivante :

f(t) =ao+ > (a, cosnwt + b, sin nwt) (2.60)
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avec w = 27 /T est la pulsation d’excitation.
Les coefficients de la série s’obtiennent par les expressions :

ap =L [ f(t)dt (2.61)
an = %fOTf(t) cos(ZEnt)dt (2.62)
b, =2 fo ) sin(%nt)dt (2.63)

Soit f(t) une force d’excitation ; elle est alors la somme d’une force constante ay (valeur moyenne
de la force) et une série de forces harmoniques, de pulsations n.w et d’amplitudes a,, et b,. La
réponse d’un systéme soumis a une telle force d’excitation sera donc la somme des réponses a
chaque harmonique (terme de la série).

2.5.2 Réponse i une excitation représentée par des séries de Fourier

La réponse du systéme a un degré de liberté a une force périodique, représentée par des série de
Fourier est obtenue par la superposition des réponses de chaque composante des séries. Quand
le régime transitoire est négligé, la réponse du systéme a chaque terme en sinus de I’équation
(2.60) est donnée par :

b/
V(L= 12)% 4 (26r,)?

ou bien sous la forme :

Yn(t) =

sin(nwt — @) (2.64)

— 26"'n

tel que : tan @,

b, (1 — r?) sinnwt — (2&r,) cos nwt

n(t) = — 2.65
bt = 3 (1= 122 + (28r,)? (2.65)
Pour les termes en cosinus, nous obtenons :
an (1 —72) cosnwt — (2&r,) sin nwt
Yn(t) = ( ) ( ) (2.66)

k (1= 72) + (26rn)?

Finalement, la réponse totale est donnée alors par la superposition des termes exprimés par
les équations (2.65) et (2.66) en rajoutant la réponse du terme constant de la série. Ainsi la
réponse totale d'un systéme amorti & un degré de liberté peut étre exprimé en régime établi
par :

1 Z an2§rn + bo(1 —12) st + an(1 —12) = b,2¢r,

@&") 0= 1 e,z st (267)

yn :_

Dans le cas d'un systéme non amorti, la réponse totale d’un systéme a un degré de liberté peut
étre exprimée comme suit :

1 o0
y(t) = % - g - r2 sin nwt + : i - cos nwt] (2.68)

n
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Application 2.6

Considérons un systéme classique masse-ressort—amortisseur visqueux, soumis a l'action d’une
force périodique (Figure 2.14).

Déterminer la réponse du systéme z(¢) en régime permanent.

Solution

La premiére étape est de déterminer les séries de Fourier de la force F(t) en utilisant les
expressions : (2.61-2.63) . Les coefficients de la série s’obtiennent par les expressions suivantes :
ap = Fy/2,a, = 0 et b, = —Fy/(nm) La réponse du systéme amorti est donnée donc par
I'équation (2.67)

z(t) = % — %;[(1 — r;g/fz%rn)? ((1 — r2) sin nwt — (2£7) cos nwt)]

avec : 1, =nry ol r = w/wy, wo = \/k/m et w=2n/T

2.6 Excitation transitoire

Lorsqu’un systéme est soumis a une force non-périodique, le systéme vibre de facon transitoire.
Le but de cette section est de déterminer la réponse d’'un systéme soumis a une excitation
arbitraire (singuliére). Pour ce faire, nous allons utiliser I'intégrale de convolution. La fonction
singuliére de base est ’échelon unitaire (marche d’escalier) (Figure 2.15). Les autres s’obtiennent
par dérivation ou intégration.

u(t) ou u(t) ou H(t)
fonction échelon unitaire ou
fonction de Heaviside

'Y u‘u) s

L1 udt) ou 8(t)
fonction impulgion unitaire
ou fonction de [Zhral:l

—_— -

FIGURE 2.15 — Les fonctions singuliéres

2.6.1 Excitation par impulsion
Définition de I’'impulsion

[’impulsion F' est défini comme étant Iintégrale d'une force par rapport au temps ¢ pendant
son temps d’application (to — t1), soit :

F= /t2 F(t)dt (2.69)

La force F'(t) est dite impulsionnelle si elle a une trés grande amplitude et si son temps d’ap-
plication est trés court. La Figure 2.16 montre une force impulsionnelle d’amplitude constante
F/e et de durée d’application e.
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4 F()

o | "o

FIGURE 2.16 — Force impulsionnelle

Impulsion unitaire

Lorsque la durée d’application € tend vers 0, 'amplitude de la force tend vers I'infinie. Par
contre, 'impulsion F demeure finie. Lorsque F est égale a I'unité et que la durée d’application
e tend vers 0, I'impulsion obtenue est dite impulsion unitaire. La (figure 2.17) montre une
impulsion unitaire au temps t = ty.

& Flt)

F fini

L

FIGURE 2.17 — Impulsion unitaire

Mathématiquement, on représente I'impulsion unitaire par la fonction de Dirac §(t —ty) qui est
définie comme suit :

d(t—1tp) =0 pour t# i
{ It —ty) =00  pour t=rtg (2:70)
Deux propriétés mathématiques de la fonction de Dirac sont les suivantes :
Jo ot —to)dt =1 pour t <ty < oo (2.71)
I F@)o(t —to)dt = f(to)  pour t<ty<oo '

Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle est la réponse d’un systéme excité par une impulsion unitaire. Consi-
dérons le systéme masse ressort de la figure 2.18. Ce dernier est excité par une impulsion unitaire
au temps t = 0. Pour étudier les différents cas, nous considérons un systéme masse ressort excité
par une force singuliére (figure 2.18). On change seulement le type de la force appliquée.

Afin de déterminer la réponse du systéme, on peut le considérer en vibration libre en calcu-
lant les conditions initiales produites par I'impulsion unitaire. Ainsi au temps ¢ = 0~ (avant
I'impulsion), nous avons :

{ ;Eg:% :8 (2.72)
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I Force

= _lx{t}

e

FIGURE 2.18 — Systéme masse-ressort excité par une impulsion unitaire

L’impulsion a pour effet de changer la condition de vitesse en conservant la position nulle ce
qui implique que z(07) =0 .

On doit donc calculer la condition initiale de vitesse que crée impulsion #(07). Or selon la
deuxiéme loi de Newton, I'impulsion est égale au changement de la quantité de mouvement,
soit, :

/t2 f(t)dt = mvy — muy (2.73)

Ainsi, dans le cas qui nous intéresse, nous avons :

A

F=mz(0") —mz(07) =mz(0") (2.74)
Nous avons donc maintenant un systéme en vibration libre dont les conditions initiales sont les
suivantes :
xg=x(07) =0
io=a(07) =L
Selon le chapitre 1, nous savons que la solution d'une équation différentielle du mouvement en
vibration libre est donnée comme suit (1.25) :

(2.75)

T
2(t) = = sinwot + 2(0) cos wot
wo

avec les conditions initiales (2.75), on obtient donc :

~

F
x(t) = sin wot (2.76)

La réponse impulsionnelle du systéme masse-ressort est trouvée en utilisant une impulsion
unitaire /' = 1. On la dénote alors h(t) :

h(t) = e sinwt (2.77)

A partir de la réponse impulsionnelle d’un systéme, on peut donc déterminer la réponse a une
impulsion non-unitaire avec la relation suivante :

x(t) = Fh(t) (2.78)

Avec le méme principe de résolution que précédemment, on peut trouver la réponse impulsion-
nelle d’un systéme masse-ressort-amortisseur comme suit :

h(t) = —L-e~%0! sin w,t (2.79)

mwq

tel que w, est la pulsation amortie. On constate donc que la réponse impulsionnelle est propre
au systéme étudié.
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2.6.2 Excitation quelconque

Connaissant la réponse impulsionnelle d'un systéme, on peut déterminer sa réponse pour une
excitation quelconque. L’idée consiste a décomposer I'excitation quelconque f(t) en une série
d’impulsions telles qu’illustrées a la figure 2.19.

Fit)
AT

FIGURE 2.19 Représentation d’une force quelconque par une série d’impulsions

Par superposition linéaire, la réponse du systéme sera la somme des réponses de chacune des
impulsions.

Considérons la force quelconque f(¢) illustrée a la figure 2.19. Celle-ci est décomposée en une
série d’'impulsions. Considérons maintenant une seule de ces impulsions, soit la iéme (celle-ci
est hachurée). Cette impulsion est appliquée au temps 7; et d'une durée A7. La réponse de
cette impulsion Z;(t) est déterminée & partir de la réponse impulsionnelle unitaire au temps 7;,
soit :

z;(t) = f(m)ATh(t — ) (2.80)

En superposant la réponse de chaque impulsion, on obtient la réponse de I’excitation quel-
conque, soit :

x(t) = Z F(r)ATh(t — 7) (2.81)

Lorsque A7 tend vers 0, on obtient la forme intégrale de cette équation, soit :

x(t) = /0 f(r)h(t —1)dr (2.82)

Cette intégrale est appelée intégrale de convolution ou intégrale de Duhamel. Notons que cette
solution suppose que le systéme est au repos au temps initial, c’est a dire : xg=0et 290 =0 .

2.6.3 Force brutale d’une durée illimitée - Intégrale de convolution

Soit une charge brutale F{ appliquée a un systéme masse-ressort pour une durée illimitée.
Déterminons alors, la réponse du systéme z(t). Mathématiquement, la charge est représentée
par :

0 St t<0

1= { Fo si 130 (2.83)

Avec I'intégrale de convolution (2.82), on peut formuler la réponse du systéme par :
t
x(t) = / f(r)h(t —1)dr
0

ou h(t — 7) est la réponse impulsionnelle du systéme.
Dans ce cas, le systéme est non amorti et la réponse impulsionnelle est donnée par :

h(t—1) = sin(wo(t — 7)) (2.84)

mwo
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En combinant les trois équations précédentes, on obtient :

t 1
o(t) = / R
0 mwy

sin(wo(t — 7))dr
d’ou :

() = %(1 ~ cos(wot)) (2.85)

2.6.4 Force brutale d’une durée limitée

Soit une charge brutale (Fy) appliquée sur un systéme masse-ressort pour une durée limitée
(Figure 2.20). Déterminons alors, la réponse du systéme z(t).

#)
Fa

1] t
t

F1GURE 2.20 Force brutale d’'une durée limitée

Mathématiquement, la charge est représentée par :

f(t) = (2.86)

Avec l'intégrale de convolution (2.82), on peut formuler la réponse du systéme par :

x(t) = /0 f(r)h(t —1)dr

Puisque f(t) est discontinue, on doit diviser le probléme en deux parties. On résout d’abord
pour 0 <t < t; et ensuite pour ¢ > t; .
Lorsque 0 < t < t1, 'équation (2.82) devient :

FO st 0 S t S tl
0 autrement

x(t) = /Ot Foh(t — 1)dT

Dans ce cas, la réponse est donnée par la superposition des impulsions ayant lieu entre 0 et ¢.
Cette situation revient a I’exemple précédent et ainsi, la réponse est donnée par (2.85) :

x(t) = %(1 — cos(wot))

Lorsque ¢ > 1y, 'équation (2.82) devient :
t1 t
x(t) = / Foh(t — 7)dT + / Oh(t — 7)dT
0

t1

Dans ce cas, la réponse est donnée par la superposition des impulsions entre 0 et ¢; uniquement
puisqu’il n’y a pas d’impulsion apres ¢;. La résolution de I'intégrale donne alors :

() = %(cos(wo(t — 1)) — cos(wot)) (2.87)

Une méthode alternative de résolution est la suivante : On peut d’abord décomposer la force
d’excitation de durée limitée en deux forces d’excitation de durée illimitée (Figure 2.21 ).
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Fth
Fo

t;

f(t) ,
Fo

F{tn

Fo

FIGURE 2.21 — Décomposition de la force brutale

Connaissant la réponse du systéme a une force d’excitation de durée illimitée x1(t) et xo(t), on
peut facilement, par superposition linéaire, trouver la réponse totale x(t) soit :

Jf(t) = l’l(t) + $2(t)

() = %(1 _ cos(wot)) — %(1 _ cos(wolt — 1))
z(t) = %(Cos(wo(t — 1)) — cos(wpt))

2.7 Amortissement du type Coulomb

[’amortissement résultant de frottements secs est appelé amortissement de Coulomb. Pour ce
type d’amortissement, la force d’amortissement demeure constante et elle est égale au produit
de la force N normale au plan de contact par le coefficient de frottement p (Table 2.1), ce qui
nous donne :

F = 4uN (2.88)

La force de friction F' représentant la force d’amortissement, agit dans le sens opposé a la
vitesse.

TABLE 2.1 — Valeurs typiques des coefficients de frictio

Type de contact 7
Métal sur métal lubrifié 0.07
Bois sur bois 0.2
Métal sur métal non lubrifié | 0.3
Caoutchouc sur acier 1
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Considérons donc un systéme masse-ressort (Figure 2.22) dont le coefficient de frottement
dynamique est égal a pu.

o Yo ¥ :
x= { H —|.
-— —
k lfll III. rll III.
MWW | e
- " - * i "
A B

FIGURE 2.22 — Systéme masse — ressort avec amortissement du type Coulomb

Comme le sens de la force de frottement s’oppose toujours a celui de la vitesse (en opposition
de phase), nous ne pouvons pas représenter un seul diagramme du corps libre pour déterminer
I’équation différentielle du mouvement comme pour le systéme & amortissement visqueux. Afin
de déterminer I’équation de mouvement, nous utilisons deux diagrammes de corps libres, un
pour le mouvement vers la gauche (Figure 2.23a) et un autre pour le mouvement vers la droite
(Figure 2.23b), pendant un demi cycle.

loc ]p o Ip
—— F=p N F=pL M
N] N l
(a) Mouvement vers la gauche (b) Mouvement vers la droite.

FIGURE 2.23 Mouvement de la masse - amortissement du type Coulomb

Ecrivons les équations de mouvements dans les deux cas :
Mouvement vers la gauche : mi = —kx + F
d’olt on a :

i+wir=F/m
avec w? = k/m
Mouvement vers la droite : m& = —kx — F
d’olt on a :

i+wir=—F/m

[’équation générale peut étre écrite alors sous la forme :
i+ wir = —(F/m)sgn(i) (2.89)
avec sgn () est le signe de & donné par

T { 1 S1 z >0 (2.90)

Sgn(x):m: 1 si i<0
La solution homogéne (transitoire) de I'équation (2.89) est donnée par :
xp(t) = Asinwgt + B cos wyt

et la solution particuliére (permanente) est donnée par (cf. équation (2.85)) :

1 F F

zp(t) = —w—gﬁsgn(i) = —Esgn(dc)
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La solution générale de I’équation (2.89) est la somme des deux solutions homogéne et parti-
culiére : 7
z(t) = Asinwgt + B coswyt — Esgn(:b) (2.91)

avec A et B sont des constantes arbitraires déterminées par les conditions initiales.
Si les conditions initiales sont données par z(0) = xy et 2(0) = 0, I'équation (2.91) devient :

x(t) = (zo + %sgn(m)) cos wol — %sgn(j:) (2.92)

pour le premier demi-cycle wygt = 7 , le déplacement est donné par :

2F
x(t) = —xo — TSgn(y'c) (2.93)
Pour le mouvement vers la gauche, sgn(i) = —1 et en fin du demi cycle on a : z = —(zg — Ax)

en remplagant dans I’équation (2.93), il vient :

2F
—(1‘0 — Al‘) = —Xy —+ 7

d’ou on tire : oF

Comme D'affaiblissement d’amplitude Az pendant un demi-cycle est indépendant du déplace-
ment, nous concluons que l'affaiblissement est le méme pour chaque demi-cycle (Figure 2.24).
Ainsi Iaffaiblissement de I'amplitude pour un cycle complet est :

4F

Axcycle = 7 (295)

P s e oF o By tihom owavut B B8 SRS fute s #1a @ 000
[+ 1]

an.'-__ |

o |
2HHHH Y i

ElES
‘f _\’_ t\’} ey :

FIGURE 2.24 Vibrations libres avec amortissement du type Coulomb
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SERIE D’EXERCICES

Exercice 1
Une machine de masse totale égale a 45kg est montée sur quatre ressorts paralléles de raideur

chacun égale a 2.10°N/m. En régime établi, "amplitude instantanée mesurée est de 1.5mm
pour une fréquence de fonctionnement de 32H z.

Exercice 2

Soit un systéme vibratoire dont I’équation différentielle est donnée par :
i + 28w + woy = F(t)/m

ou F(t) est périodique (figure 2.25).

Filr)

-1

FIGURE 2.25 — le signal de la force appliquée

Déterminer la réponse de ce systéme en prenant en compte jusqu’a I'harmonique d’ordre 3.
Pour I'harmonique d’ordre 3, nous supposons que l'amortissement est faible (¢ = 0)

Exercice 3

Une machine de 20kg, montée sur 4 supports viscoélastiques, est excitée par une force harmo-
nique. Au repos, la déflexion statique est de 2.485mm. On constate qu’a sa vitesse de rotation
de 1800¢r /mmn, 'amplitude des vibrations est de 1mm. Lors d’une mesure de 'amplitude de la
réponse vibratoire dans le domaine des fréquences réalisée par un démarrage de moteur jusqu’a
une vitesse élevée, on constate que I'amplitude maximale est de 10mm. En posant par hypo-
these le fait que le systéme a un seul degré de liberté :

1- Calculez le taux d’amortissement &(%).

2- Trouvez les valeurs de la rigidité k(N/m) et de 'amortissement ¢(N.s/m) de chaque support
viscoélastique.

3- Calculez 'amplitude de la force d’excitation.

Exercice 4

Une machine de 100kg est soutenue par des isolateurs dont la rigidité équivalente est de
40000N/m et Pamortissement de 800N.s/m. la machine est excitée par une force de 80N a
la fréquence de 3H z.
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CHAPITRE 2. VIBRATIONS FORCEES DES SYSTEMES A UN DEGRE DE LIBERTE

1. Calculez 'amplitude de 'accélération vibratoire que subit la machine en régime perma-
nent,

2. Calculez la phase (en degrés) entre le déplacement de la machine et la force d’excitation.

Exercice 5

Un compresseur pesant 1000kg, tournant a 1800¢r/mmn, est installé directement sur le sol. On
constate que les vibrations du compresseur sont trop importantes. La rigidité du sol a été évaluée
a environ 8106 N/m et son rapport d’amortissement a 10%. Afin de réduire les vibrations, on
se propose d’installer le compresseur sur un bloc de béton tel qu’illustré a la figure 2.26.
Calculez la masse du béton M & prévoir afin que 'amplitude des vibrations du compresseur
soit réduite de 75%.

IF =m0}

Compressur m

Bocde péton M

Sol (kg

FIGURE 2.26 — installation du compresseur

Exercice 6

La réponse vibratoire d'une masse oscillante de 1kg en acier dans la direction horizontale
soumise a la friction sur un plan d’acier lubrifié est de 30mm au temps initial et de 3.5mm en
position finale aprés quatre cycles d’oscillation qui durent 1seconde. Calculez le coefficient de
friction.

Exercice 7

Un systéme a 1ddl se compose d'une masse de 20kg attachée a un ressort de 4000N/m. En
vibration libre sur un plan horizontal, on constate que les amplitudes successives a chacun des
cycles sont de 50,45, 40, 35mm, etc. Calculer la force d’amortissement.

Exercice 8

Une masse de 20kg oscille sur une surface séche a cause de l'action d’un ressort de 10N/m.
I’amplitude initiale est de 150mm. Aprés quatre cycles, 'amplitude est de 100mm.

1. Etablissez la durée de ces quatre cycles,

2. Trouvez le coefficient de friction entre les deux surfaces.

Exercice 9

Une poutre encastrée dont la rigidité en flexion est égale a 200N/m et dont la masse est
négligeable, soutient a son extrémité une masse de 2kg. On donne a la masse un déplacement
initial de 30mm et on la relache. Aprés 100cycles, 'amplitude est de 20mm. Trouvez le facteur
de perte de la poutre.
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Exercice 10

Un panneau fait de composites renforcés de fibres est modélisé comme systéme a 1ddl avec une
masse de 1kg et une raideur de 2/N/m. le rapport de deux amplitudes successives, relevées sur
leycle en vibration libre est égal & 1.1. Trouvez :
Le facteur de perte,
— La constante d’amortissement visqueux équivalent si le systéme est excité a sa pulsation
naturelle,
— L’énergie perdue lors d’un cycle si 'amplitude est de 10mm.

Exercice 11

On doit procéder a I'installation d’une machine de 960kg sur une dalle de béton qui vibre de
facon continue avec des composantes harmoniques prédominantes a 28.9H z, 33.8Hz et 39.1H z.
Les niveaux de vitesse a ces fréquences sont respectivement de 12.36¢m/s, 9.16cm/s et de
27.86¢m/s. On veut protéger la machine en la montant sur 4 supports en néopréne dont le fac-
teur de perte est de 0.21. Sachant que I'accélération maximale de la machine doit étre inférieure
a 4.5m/s* a 'une ou l'autre de ces fréquences, déterminez la rigidité chaque suspension.

Exercice 12

Soit un moteur de 3kg, tournant a 5000¢r/mn, monté sur un chéssis d’ordinateur par l'in-
termédiaire d'un support anti-vibratile et doté d’une rigidité et d’'un amortissement. Faites la
conception du support afin d’obtenir une réduction minimale de 80% des forces transmises au
chéssis, en considérant :

1. qu’on peut négliger I'amortissement (le systéme n’est pas soumis aux chocs)

2. un taux d’amortissement de 20% est indispensable, en cas de chocs.

Exercice 13

Un chauffeur de camion pesant 80kg est assis sur un siége dont le poids est de 20kg. La
suspension a une rigidité de 10000N/m et un amortissement de 500Ns/m. une mesure de
plancher révele que celui-ci vibre avec une amplitude de 1mm et une pulsation de 25rd/s.

1. calculez la déflection statique du siége,
2. calculez 'amplitude de I'accélération que subit le chauffeur,

3. calculez la force transmise au chauffeur.

Exercice 14

Un compresseur de masse M = 500kg tourne a une fréquence f = 20Hz. On peut assimiler
le balourd & une masse m = 10kg située a une distance e = 100mm de I'axe du systéme. Le
facteur d’amortissement de la suspension est & = 0.10.

1. Quelle doit étre la rigidité des ressorts de l'isolation pour qu’il n’y ait que 10% de la
force d’excitation est transmise a la fondation ?

2. Quelle est 'amplitude de la force transmise ?
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Exercice 15

Une machine alternative de masse 10000kg produit des forces harmoniques verticales d’une
amplitude de 2500 a la fréquence de fonctionnement de 40H z. Afin de limiter les vibrations
induites dans le batiment ot cette machine doit étre installée, on prévoit de la poser sur quatre
ressorts : un en chaque coin de sa base rectangulaire. On veut déterminer la rigidité des ressorts
nécessaires pour limiter & 400N la force harmonique totale transmise au batiment. En déduire
la fleche statique provoquée par le poids de la machine.

Exercice 16
Mathématiquement, la charge sous forme d’une fonction rampe est représentée par (Figure
2.27) :F(t) = a.tu(t) =0Ft

Ot u(t) est la fonction échelon et §F est la pente. Donner la solution z(t), en utilisant I'intégrale
de convolution pour un systéme non amorti et un systéme amortie.

fit]

FIGURE 2.27 — Fonction rampe

Exercice 17

Déterminer la réponse d’un oscillateur conservatif de pulsation propre wg soumis a une impulsion
de forme sinusoidale de durée T" et d’amplitude maximale F' (Figure 2.28). Démontrer que, pour

un temps t supérieur a 7', la réponse est une fonction harmonique de pulsation wy. Donner la

valeur du retard. Indication : sina + sin 3 = 2sin O‘Tw cos #

i)
A

-

FIGURE 2.28 Fonction sinusoidale
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Chapitre 3

Systémes a N degrés de liberté

3.1 Introduction

Le passage a I’étude des systémes a n degrés de liberté (n > 1), permet de compléter 1'analyse
des phénomeénes observés pour un degré de liberté, et mettre en place, sur des exemples simples,
les méthodes de calcul utilisées pour les systémes a plus de deux degrés de liberté.

Bien que les systémes a deux degrés de liberté fassent partie des systémes a n degrés de liberté,
ceux-ci sont traités a part. En effet, leur petite taille facilite les calculs analytiques et la notation
matricielle n’est pas nécessaire. Cependant pour la préparation des systémes a n degrés de
liberté, la notation matricielle est introduite comme une méthode alternative pour exprimer
les équations de mouvements. Par ailleurs, les systémes a deux degrés de liberté facilitent la
compréhension des méthodes plus générales et permettent d’expliquer des applications utiles
telles que 'étouffeur de vibrations et la fixation des systémes.

3.2 Equations générales des systémes non amortis

Soit un systéme a deux degrés de liberté constitué par deux masses m; et mo soumises res-
pectivement a des forces Fj(t) et Fy(t). Les masses sont liées entre elles et avec le sol par
des ressorts comme illustré dans la figure 3.1. L’énergie cinétique et I’énergie potentielle sont

données comme suit : . .
_ ) .92
T = 577111’1 + 57712132

1 1 1
U = EklI% + 5]{76(1'1 — IL‘Q)Q + 5]{321’3

FIGURE 3.1 Systéeme a deux degrés de liberté

Appliquons au systéme les équations de Lagrange, nous obtenons le systéme d’équations régis-
sant le mouvement comme suit :

{ mli’l + (kl + k'c)l’l — k’cl’g = Fl(t>

Moo + (ko + ko)xo — kewy = Fo(t) (3.1)

29



CHAPITRE 3. SYSTEMES A N DEGRES DE LIBERTE

C’est un systéme de deux équations différentielles linéaires de second ordre couplées par la
présence de k.. En notation matricielle, le systéme (3.1) s’écrit :

KRG Rt R ol T R S

L’équation (3.2 ) est sous la forme :

MX+KX=F (3.3)
. | ma O | Rk <k
telque.M—[O m2}etK—[ k&, k2+kc:|

M et K sont respectivement la matrice de masse et la matrice de raideur. Tout systéme a
n ddl non amorti peut étre écrit sous la forme (3.3) tel que les matrices et les vecteurs sont de
dimension n.

Application 3.1

Par les équations de Lagrange, établir les équations de mouvements de la poutre AB, de masse
m et de longueur L, articulée et suspendue par quatre ressorts comme le montre la figure 2.
Mettre ces équations sous forme matricielle.

@l e

L 2L
§ 5 T ;K
T B

> =

- l X1 an l X2
F(t)

FIGURE 3.2 — Systéme a 3 d.d.l.

Solution
En utilisant, les équations de Lagrange, I’écriture matricielle des équations de mouvement du
systéme est donnée par :

K 0 ——KL
m 0 0 -7.7'1 % T
0 2m 10 i |+ 0 K —3KL w | = Fo
0 0 =—mlL? 0 9 1 1 0 0
9 —gKL —gKL EOI(L2

3.3 Les modes propres de vibration

Pour étudier le systéme libre, prenons : Fi(t) = F5(t) = 0 et le systéme (3.1) devient :

{ mlfél + (]{31 + k‘c)l‘l — k’civg =0 (3-4)

mgi'Q + (kQ + k'c)l’g — l{ciL’l =0

Admettons que le mouvement est harmonique en tout point du systéme :

r1 = A sinwt
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To = Ay sinwi

et examinons sous quelles conditions un tel mouvement est possible.
En remplacant dans les équations de mouvements, on obtiendra un systéme d’équations algé-

briques :

Ces équations ne sont satisfaites (pour n’importe quelle valeur de A; et As) que si le déterminant
suivant est nul :

(lfl + k’c — m1w2)A1 - ]{JCAQ =0

“Eo Ay + (ks + Ky — mow?) Ay = 0 (3:5)

_kc

ko + k. — mow? =0

(3.6)

ky + k. — mqw?
—k,

L’équation (3.6) est appelé : équation caractéristique du systéme et ses solutions sont les pul-
sations propres du systéme. L’équation (3.6) donne :

ki+k. kot k.
+
my

w+h@+%+@m

wt — [
mi1me

=0

]

C’est une équation quadratique en w? dont les solutions w? et w3 . Chacune de ces pulsations
propres donne +w; nous éliminons les racines négatives parce qu’elles n’ont pas de sens phy-
sique.

Le rapport des amplitudes décrivant les modes propres du systéme sont déterminés a partir de
'équation (3.5).

(3.7)

ma

AQ o kc

Al ko + ke — mow?

Donc les deux modes sont déterminés par :

(A2 _ ke
Ay ky + ke — mow?
(éwu: ke
Ay ko + ke — mow?

Pour expliquer le sens physique de ces pulsations et vecteurs propres, on prend le cas particulier
ou :
my =mMmMgo =M

ki =ke=ky=k

Dans ce cas, on trouve les pulsations propres :

wy = k/m et wy=+/3k/m
Le rapport des amplitudes est :
Ay Ay
2M t 2O = g
(Al) ¢ (A1>

Donc les vecteurs propres sont donnés par :

|

Ay
1.4,

} et CDZ

Ay

{0

USTHB page 61

F. Boumediene & A. Miloudi



CHAPITRE 3. SYSTEMES A N DEGRES DE LIBERTE

En normant par rapport a la premiére composante, on aura :

SHIEE

oll wy et wy représentent les pulsations propres, sur lesquelles vibre le systéme décrit par la figure
3.1. ®; et ®, sont les modes propres vibratoires associés a chacune des pulsations propres w;
et wo; on peut les schématiser par la figure 3.3.

WEE Tl T i

) Mode 1 (b) Mode 2

FIGURE 3.3 Modes de vibration du systéme a deux ddl

3.4 Orthogonalité des modes propres

Soit M et K respectivement les matrices masse et raideur. Désignons par ®; et ®5 les modes
correspondant aux pulsations propres w; et wo.
En mouvement libre, le systéme d’équation peut étre écrit sous la forme :

—WMX+KX=0 ou CMX =KX

Donc, pour les deux pulsations propre w; et wo, on aura les expressions correspondantes comme
suit :

WMP, = K®, (3.8)

wiM®y = K, (3.9)

En pré-multipliant les deux expressions (3.8) et (3.9) , respectivement par transposé des vecteurs
propres ®1 et ®I | on obtient :

WIPTM®, = dTK®, (3.10)

wWidT M®y = &7 K, (3.11)

En prenant la transposée de chaque membre de 1'équation (3.11), il vient :

widI MO, = O K, (3.12)

En prenant la différence (3.10) (3.12), on obtient :

(Wi —wW)PITMP, =0

Siw1 7é(U2 ona:CIDQTM(Dl =0
En procédant de la méme maniére, nous démontrons que les modes sont orthogonaux par
rapport aux matrices de masse et de raideur quelque soit le nombre de ddl :

OIMP; = OTKD, =03 i #j (3.13)
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En prémultipliant maintenant les expressions (3.8) et (3.9) respectivement par ®; et ®,, on
peut retrouver les pulsations propres w; comme suit :

2 OTK®,

Wi = ST M, (314)

Les quantités ®7 M®; et ®T KP; sont appelées respectivement masse et raideur modale du
mode 1.

A priori les matrices M et K ne sont pas obligatoirement diagonales, mais elles sont symétriques
et définies positives.

- Symétrie : les valeurs propres sont réelles et les vecteurs propres associés sont orthogonaux

- Définie positive : les valeurs propres sont positives = det(M) > 0 et det(K) > 0 donc non
nul.

Etant donné les propriétés des matrices M et K ; les valeurs propres sont réelles et les vecteurs
propres sont linéairement indépendants.

3.5 Réponse du mouvement libre

Pour le systéme a deux degrés de liberté, nous trouvons deux pulsations propres w; et ws qui

satisfont la forme propre :
“ol A G+ 9) (3.15)
T B )

Donc chaque déplacement modal est donné par :

1 de:{ M R in(wit + ¢1)
er mode : o = B1 SN wq 1

eme mode : o = B2 S1N( wo 2

La solution générale du systéme d’équations de mouvements est composée de deux mouvements
harmoniques de pulsations w; et ws ; elle est donnée par :

{ 2 }z{ éi }sin(w1t+¢1) +{ ng }Sin(w2t+¢2) (3.16)

Soient : ’g—i = %1 t g—z = /\1—2; la solution générale devient finalement :
x A : A :
{ x; } - { )\11A1 }sm(wlt + 1) + { )\22A2 }sln(wgt + ¢9) (3.17)

Les quatre constantes Aj, As, A1 et Ay sont déterminées & partir des conditions initiales
1'1(0),33'2(0),1’1(0) et xQ(O)

3.6 Reéponse du mouvement forcé harmonique

Lorsqu’un systéme est excité par une force harmonique, les vibrations qui en résultent sont a
la méme fréquence que celle de I'excitation. Comme pour les systémes a un degré de liberté la
résonance aura lieu lorsque la fréquence d’excitation est égale a I'une des fréquences propres du
systéme. Nous allons détailler la résolution a travers un exemple.
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Exemple

Reprenons I'exemple de la figure 3.1, excité par une force harmonique au niveau de la masse 1,
de forme : Fisinwt on prend : ki = k. =k2=ket mi =my=m3=m

Meéthode de résolution directe

En I'absence d’amortissement, le mouvement de chaque masse est en phase avec la force d’ex-
citation et donc on peut considérer la solution de la forme :

1 = A;sinwt et To9 = Ay sinwt

En remplacant dans les équations différentielles, on obtient :

{%_—ZM? 2k—_]:m2]{2}:{51} (3.18)

Nous reconnaissons le déterminant caractéristique qui peut étre écrit sous forme :

2k — mw? —k
—k 2k — mw?

Les amplitudes A; et Ay sont données par :

th:‘ = (2k —mw?)(3k — mw?) = m?(wi — w?)(w; — w?)

A — 1 | Fy —k B Fi(2k — mw?)

" Det| 0 2k—mw? | m2(w? — w?)(wd — w?)
A — 12k —mw® Fy | Fik

> Det —k 0 | m2(w?—w?)(wd—w?)

d’ou les solutions du mouvement :

T = P2k — mwz) sin wt
P2 (W - w?)(wE - w?)
Fik .
Ty = sin wt

m?(wf — w?)(ws — w?)

Meéthode de résolution modale

L’intérét de la méthode modale réside dans le fait qu’elle découple les équations de mouve-
ment en utilisant le principe d’orthogonalité des modes propres. D'une maniére générale, le
mouvement peut étre écrit de la forme :

MX + KX = F(t)

Le systéeme admet deux pulsations propres w; et ws a qui correspond les vecteurs propres ®; et
®, respectivement. Soit le changement de variable :

X = &g (3.19)

ou @ et ¢ sont respectivement la matrice des vecteurs propres et le vecteur des coordonnées
généralisées. Pour un systéme a deux ddl :

=D Dy et QZ{Q1}

q2
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En remplagant (3.19) dans I'équation de mouvement (3.18) et en prémultipliant par ®7 | il

vient :
PTMOG+ dTKPg = dTF (3.20)

Pour un systéme a deux ddl et en utilisant I'orthogonalité des modes (3.13), on trouve :

o7 I M, PTMP My 0
T _ 1 _ 1 1 1 2 | 11
q’M@{@g}M[@l%][@;M@l Q){M@Q][ 0 MQJ
o7 PTKP, PIKP Ky 0
T _ 1 _ 1 1 1 2 o 11
(DK@_{@QT}K[%%]_[@QTK@ <I>2TK¢>2}_[ 0 KQQ}

oT OTF
T o 1 o 1
”‘[@%]F‘[w}

et les équations de mouvements deviennent

My 0 G Ky, 0 q1 } { (I){F }
.. = 3.21
{o J\@Hc&}*[o Kquz ol F (3.21)

Ce qui constitue un systéme de deux équations indépendantes.

En 'appliquant a I'exemple précédent, dont les pulsations et vecteurs propres sont :

wy =V k/m et wo=1+/3k/m
1 1
w1} o mln)
L’équation (3.21) devient :

e [ el {F)

Les solutions sont harmoniques : ¢; = @ sinwt et G2 = Q9 sinwt
On peut trouver la solution pour chaque équation (Chapitre 2) :

_ Fisinwt Fsinwt
M=ok —omu? 2m(w? — w?)
Fisinwt Fsinwt
a2 =

" 6k — 2mw? 2m (w3 — w?)

en reprenant le changement de variable (3.19) :

e[ A

T1=q1+ @

d’ou :

To = (41 — QG2

soit, en remplacant :

Fsinwt Fsinwt Fsinwt(2k — mw?)
T = =
" om(w? —w?) | 2m(w? —w?) m2(w? — w?) (w2 — w?)
Fsinwt Fsinwt kEF sin wt
T =

T o2m(w?—w?)  2m(w?—w?)  m2(w? — w?)(w? — w?)
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3.7 Application : étouffeur de vibrations

Soit le systéme a deux degrés de liberté (Figure 3.4). Les équations de mouvement s’écrivent, :

mlil + (k’l + kg)[El - k)gl‘g = F1 sin wt
mgfi’l + k‘gl‘l — k?ll’l =0

FIGURE 3.4 — Etouffeur de vibrations

En régime permanent, les solutions x(t) et x3(t) sont déduites simplement de la méthode
directe; comme il n’y a pas d’amortissement on pose :

1 = X;sinwt

To = Xosinwt

La résolution du systéme d’équation nous donne :

X, — F(k’g — m2w2)
te (k1 + ko — mqw?)(ky — mow?) — k3
X, = Fk,

(k1 + ko — myw?) (ko — mow?) — k3

On remarque en particulier que si : w = \/ko/mo, on aura :

X1:OetX2:—F/k2

Principe :

Lorsque le systéme initial (k1,m;) est soumis a une excitation de pulsation w, il suffit de rajouter
un deuxiéme systéme tel que : w = y/ka/mo pour que le déplacement de la premiére masse soit
nul.

Généralement un probléme se pose lorsque la pulsation d’excitation est égale a /ki/m; :

W = \/kl/ml = \/k?g/mg

et il faut que : 1°) L’étouffeur (k2, ms) puisse supporter, sans dommage, la force appliquée ,
2°) La pulsation soit constante ou trés légérement variable. En effet la pulsation de résonance
du systéeme est remplacée par deux autres pulsations situées de part et d’autre de .
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3.8 Systéme avec amortissement visqueux

Soit le systéme amorti (Figure 3.5). L’équation de mouvement s’écrit comme suit :
ma 0 i’l c1+cg —cy T k?l + ]{52 _kQ T
b + =
0 mo D) —Ca Co i) —]'1’}2 k?g )
.\'][f] -rg(r)
A

)

k, 5
~\V\\~

s m — i

= C,

FIGURE 3.5 — Systéme amorti a 2 ddl

Dans ce cas la décomposition modale ne peut pas étre appliquée sauf si la matrice d’amortis-
sement C est proportionnelle a la matrice de masse M ou a la matrice de raideur K, ou si :
PTCP; << ®TCP;. D’ou 'intérét d’utiliser 'amortissement visqueux équivalent.

3.9 Généralisation aux systémes a Nddl

Les systémes a plusieurs degrés de liberté, constituent des modélisations assez fidéles de sys-
témes réels assez complexes (Figure 3.6).

PWAM e WA e A e [ AMAA i, A
'1‘1 f\v k.‘\ Az—] l‘,!

FIGURE 3.6 — Exemple de probléme a nddl

En généralisant au systéme complet :
mjjv'j = —kj(xj —$j71)+/€j+1(xj+1 —ib’j) = kjl};l — (kj"—ijrl)l’j—i—ijrliL’jJrl; pourj = 1, . n
avec rg =0et k,11 =0

Donc I'équation de mouvement libre devient :
MX+KX=0

M = diag(my, mo, M3, ..., My_1, M)

[ ki 4+ ke —ko 0 o 0 0 ]
—ky kot ks —ks ... 0 0
k| o —ky . : :
0 0 coo —kyy By + R, =k
0 0 ... 0 Ky Ky
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Remarque : Dans le cas ou la derniére masse est connectée par une raideur k,,; a une partie
fixe, le dernier élément sur la diagonale de la matrice de raideur devient k, + k1.

Application 3.2
Pour le systéme a trois ddl (Figure 3.7), ’équation de mouvement s’écrit sous la forme :

3k

e MM 2O X0 Ik

AL A2

NN R SRR

Fi() Fs(®)
3k

FIGURE 3.7 Exemple d'un systéme a 3 ddl

Application 3.3
1. Ecrire, sous forme matricielle, les équations de mouvements du systéme a trois degrés
de liberté, représenté par la figure 3.8,

 Xa(t) et X3(t)
—AWWWWWIMAWWWWWA—

3k 5k
O—0" o0 T =0

FIGURE 3.8 — Systéme a 3 degrés de liberté.

2. Déterminer les fréquences et modes propres. (normer les modes propres en prenant leur
premiére composante égale a 'unité),

3. Calculer les masses et raideurs modales,
4. Si on excite la masse 1 par une force harmonique F'(t) = Fysin Qt, déterminer la réponse
forcée par décomposition modale.

Solution

1. Sous forme matricielle, les équations de mouvements sont données par :

m 0 0 T 4k -3k —k i 0
0 m 0 Ty p+ | -3k 8k =5k 9 =40
0 0 m T3 —k =5k 6k T3 0

2. Détermination des modes et fréquences propres
Les pulsations propres sont obtenues a partir de la résolution du déterminant :

4k — mw? —3k —k
det(K —w?*M)=| -3k  8k—mw?> -5k |=0
—k —5k 6k — mw?
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Les pulsations propres obtenues sont :

[k [k
w; =0 ; wy = 2.3534/ — et w3 = 3.5314/ —
m m

Les vecteurs propres associés aux pulsations propres obtenues sont donnés par :

1 1 1
br=4 1 .y =14 —0.268 et ¢y =14 —3.732
1 —0.732 2.732

3. Calcul des masses et raideurs modales
Les masses modales sont obtenues a partir de :

1 1 1 m 0 0 1 1 1
OTMDd =11 —0.268 —0.732 0 m 0 1 —0.268 —3.732
1 —3.732 2.732 0 0 m 1 —0.732 2.732

3m 0 0
OTM®=1| 0 1.608m 0
0 0 22.392m

Les masses modales sont donc :

My=3m ; My=1608m et M;=22.392m

Les raideurs modales sont obtenues a partir de :

1 1 1 3k —k =2k [1 1 1
PTKP=|1 —0268 —0.732 —k 2k -k 1 —0.268 —3.732
1 —3.732 2.732 | 2k —k 3k | |1 —0.732 2732
[0 0 0
PTKd=| 0 89k 0
0 0 2791k

Les raideurs modales sont donc :

4. Détermination de la réponse forcée par décomposition modale
Sous forme matricielle, le systéme d’équations est de la forme : [M] {X} + [K]{X} =

{F(t)}
On pose {X} = [®] {¢} et on prémultiplie par [®]”, on obtient alors le systéme découplé
suivant :
3m 0 0 i 0 0 0 @ Fy sin Q1
0 1.608m 0 G ¢+ | 0 89k 0 G ¢ = FosinQt
0 0 22.392m s 0 0 279.1k qs Fysin Ot
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dont les solutions sont :

Fy Fy

_ in Ot = in Q¢
8.0k — 1.608m2 - = 979 1k — 22.392m2 >

G sinQit o

S U
—3m)?2

En revenant a notre changement de variables {X} = [®] {¢}, on obtient :

1 1 1
pu— pu— F ] Qt
T1=qt g2t (—3mQ2 T ROk~ 1.608m2 " 2791k — 22.392m92) oS
—0.268 —3.732
T2 = q1 — 0.268g2 — 3.732¢s (_3mQ2 T R0k~ 1.608m2 | 279 1k — 22.392m0)
1 —0.732 —2.732
= q1 — 0.732¢q, — 2.732¢q3 =
T3 =0 & 43 (_3mQ2 Tt ROk~ 1.608mQ2 T 2791k — 22.392m2

3.10 Normalisation des modes

Les modes propres sont définis & une constante multiplicative prés. Cette constante peut étre
choisie de facon que :

- la premiére composante du vecteur modal considéré soit égale a 1;

- la plus grande composante soit égalé a 1;

- les modes propres soient normalisés par rapport a la matrice identité, la matrice masse ou la
matrice rigidité.

3.10.1 Normalisation par rapport a I'unité

Dans ce cas le produit scalaire de la matrice modale par elle méme doit étre égal a la matrice

identité. Soit :

30 =1 (3.22)

tel que ® est la matrice des modes propres normalisée Cette derniére est reliée a la matrice
modale ¢ par :

P = DA (3.23)

tel que A est une matrice diagonale qui peut étre calculée de la matrice modale.

Des équations (3.22) et (3.23), on obtient :
PAADP" =1
En multipliant par ®~! & droite et & gauche, on obtient :
(@) " PAADT (@ ) = ()T

Alors :
A= (dpT)~1/2 (3.24)
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3.10.2 Normalisation par rapport a la masse
Dans ce cas on doit calculer la matrice modale qui vérifie le produit scalaire suivant :
= =T
OMP =1 (3.25)

tel que @ est la matrice des modes propres normalisée Cette derniére est reliée a la matrice
modale ® par la relation (3.23). Donc, il suffis de déterminer la matrice diagonale A comme
précédemment.

En multipliant I'équation (3.25) par ®~! a droite et a gauche, on obtient :
3OM (B ) =D 1@ )T

Alors :
—1

M=3 (@Y
En multipliant par ® maintenant, on obtient :

M=33 (@ )"
On remplace la valeur de ® par sa valeur (3.23) :
M= 0 (AT A (@ TPT = A2
Donc on obtient la matrice diagonale A comme suit :

A= (T MP)~1/? (3.26)

3.10.3 Calcul des modes propres dans le cas de nddl

Les fréquences propres des systémes vibratoires sont, sans doute, les premiers éléments aux-
quels nous nous intéressons en analyse dynamique. Leur détermination n’est pas toujours aisée,
surtout lorsque le nombre de degrés de liberté devient important. Ceci nous conduira souvent
a l'utilisation de certaines méthodes approchées et/ou numeériques.
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SERIE D’EXERCICES

Exercice 1

Soit le systéme de la (Figure 1). La masse m; est fixée a une tige rigide, de masse négligeable
et de longueur b, qui peut osciller (d'un angle 6;) dans le plan vertical autour du point O;.
La masse my est fixée a une autre tige rigide, de masse négligeable, de longueur L et qui peut
osciller (d’un angle 65) autour du point O,. Les deux tiges sont reliées entre elles par un ressort
kq situé a la position d par rapport & O et & O,. La masse msy est reliée au sol a l'aide d’un
ressort ks.

ki

2

le— o —of

ST P L i

FI1GURE 3.9

1. En supposant que les rotations 6, et 6, sont infinitésimales; écrire les équations diffé-
rentielles du mouvement sous forme matricielle en fonction de mq, mo, k1, ko, b, d, L, 64
et Oy, Soient d = L/2 = (2/3)b; ky = ko = k et my = mg = m.

2. Ecrire les équations précédentes en fonction de m, k, d, 01 et 65,
3. Calculer les pulsations propres et les vecteurs propres,

4. On applique a la masse my une force sinusoidale F' = f.sin(€Qt). Donner les équations
différentielles du mouvement sous forme matricielle en fonction de m, k, d, 0; et 05,

5. Ecrire les équations découplées correspondantes.

Exercice 2

La poulie du systéme (Figure 4) est constituée de deux disques homogénes de méme masse M
et de rayons respectifs R; et Ry. Cette poulie tourne sans frottement autour d’'un axe fixe. A
I’équilibre 6 = 0, les deux ressorts de raideur k ne sont pas déformés. La masse m glisse sans
frottement sur le plan horizontal.

|

. N [
i b o i::ﬂﬂﬂ:i m
J_{MHL;—-\ \‘\.I ]
'n I — g
I'._“ _/’ ... .:;
\;"_.«/ .
FI1GURE 3.10

1. Combien de degrés de liberté a le systéme ?
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2. Etablir les équations différentielles régissant le mouvement libre.
Supposons maintenant que : Ry = 2R, et M = m.

3. Calculer les pulsations propres en fonction de la pulsation wy = \/k/m,

4. Calculer les modes propres normés par rapport a la premiére composante en fonction de
R;.
Supposons que la masse m est soumise a une force sinusoidale de type : F' = Fysin(Qt).

5. Ecrire les équations de mouvement du systéme forcé sous forme matricielle,
6. Ecrire les équations découplées en utilisant la méthode modale,

7. Donner la solution des équations découplées.

Exercice 3

On considére le systéme de la figure 3.11 constitué de deux pendules simples identiques de
masse m et de longueur L, fixés & un bati fixe horizontal. Un ressort de raideur k£, fixé a une
distance a du bati assure le couplage entre les deux pendules. A I'équilibre les deux pendules

sont verticaux.
- . . _
\ |
el
Lk H
i,
m

4

=
m
e

FiGURrE 3.11

1. Calculer I'énergie cinétique T', I’énergie potentielle U et le lagrangien dans le cas des
oscillations de faible amplitude,

2. Etablir les équations différentielles du mouvement,

3. Calculer les pulsations propres w; et wsy en fonction de :
wo = +/g/L et de Q = /(ka?)/(mL?)

4. Calculer 6 et 8,, pour les conditions initiales suivantes :
01(0) = —05(0) = Oy et 61(0) = 02(0) =0,
5. Calculer les rapports des amplitudes lorsque le systéme oscille dans chacun des deux
modes,
6. Déduire les modes propres ®; et O,

7. On applique un couple C' = Cysin(at) comme montré dans la figure 3.11. Ecrire 1’équa-
tion de mouvement sous forme matricielle. Déduire I’'équation découplée.

Exercice 4

Un systéme a deux degrés de liberté (variables x; et x3) est défini par sa matrice de masse M
et sa matrice de rigidité K :

v[42] o w43
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1. Normalisez les modes par rapport a la masse,

2. Calculez les amplitudes de la réponse a une excitation f(t) = cos(nt) sur xo en utilisant
la méthode des modes normaux.

Exercice 5

Un systéme a deux degrés de liberté (variables x; et x5) est défini par sa matrice de masse M
et sa matrice de rigidité K :

2 1 10
M‘L 2] et K‘[o 1]

1. Déterminez les fréquences naturelles et les modes propres,

2. Déterminez la réponse pour les conditions initiales suivantes :
21(0) = 0;22(0) = 1,v1(0) = 0;v2(0) = 0

3. Trouvez les matrices diagonales obtenues en exprimant = sur la base des modes

4. Calculez la réponse a une excitation f(t) = cos(v/2t) en x5 en vous servant du systéme
découplé obtenu en (3). Quels sont les coefficients de participation modale ?
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Chapitre 4

Introduction aux Systémes continus

4.1 Introduction

Les équations tridimensionnelles des vibrations d’un milieu continu donné sont d’une trées grande
complexité et ne peuvent en régle générale étre résolues analytiquement. Cependant, les milieux
continus utilisés dans les constructions mécaniques, présentent des particularités géométriques
qui permettent de simplifier 'analyse mathématique de leurs vibrations. Ces simplifications
faites a priori, ont donné naissance aux théories des poutres, plaques et coques.

Les théories des poutres consistent a construire des modéles monodimensionnels et en ce sens
représentent les milieux continus les plus simples. Cette simplicité nous sera trés utile puisqu’elle
nous permettra d’obtenir des solutions analytiques du probléme et en conséquence d’étudier
les phénoménes vibratoires de facon trés compléte. La poutre posséde deux de ses dimensions
(largeur et épaisseur) faibles devant la troisiéme (longueur). La recherche des phénomeénes
vibratoires de base nous conduira & envisager trois mouvements élémentaires des poutres : les
vibrations longitudinales, les vibrations de torsion et les vibrations de flexion.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la modélisation des poutres en traction et en torsion
(barres). Ces barres ont une distribution continue des masses et de I’élasticité. Ils sont supposés
homogénes, isotropes et obéissant a la loi de Hooke en deca de la limite élastique.

4.2 Vibrations longitudinales dans les barres

4.2.1 Equations des ondes longitudinales

Soit une barre de longueur [ et de section variable A(z) (Figure 4.1). Les ondes longitudinales
sont des ondes de traction-compression dans la direction .

. section 4(x) section 4(x)

F F+dr

[ ]

x x+dx

FIGURE 4.1 — Déplacement longitudinal dans une barre

[’équation d’équilibre de I’élément dx s’écrit :

OPu(z,t)

F+dF — F = pA(z)dx 5

(4.1)

7
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avec u(z,t) le déplacement longitudinal, A(z) la section et p la masse volumique.
Il n’existe que la contrainte suivant I’axe x et elle est donnée par :

F
A(z)

(4.2)

Ogx =

La déformation s’obtient par la loi de Hooke (E : est le module de Young et v est le coefficient
de Poisson) :

“= "9 B EA(z)
Ce qui donne :
ou(z,t)
F=FA 7 4.3
()2 (1.3
Puisque dF' = g—ida:, alors I’équation d’équilibre (4.1) devient :
0 Ou(x,t) O*u(x,t)
—(FA dr = pA(zr)——=—d 4.4
S (BA@) e = pA) 5 da (1.4
Dans le cas d’une section constante A(z) = A, on a :
E Pu(z,t)  Pu(w,t) (4.5)

p 0z O

En notant la vitesse de propagation des ondes longitudinales ¢; = y/F/p, I'équation de propa-
gation peut se représenter sous la forme :

Ox? ci  ot?

Pulwt) _ 1 Pulwt) _ (4.6)

La loi de Hooke montre qu’il existe aussi une déformation dans la direction z (et y)
€zz = —Vegy

La propagation des ondes de traction-compression dans les barres s’accompagne d’une défor-
mation en z. On parle alors d’onde quasi-longitudinale (figure 4.2).

= =
‘ e ——
i \
| |
I |
! I
P

T
|
I
|
L

H=====A

T
|
|
|
I
1

| —
T
1

f
|
|
|
I
|

-

I
|
(T —

FIGURE 4.2 — Onde quasi-longitudinale : onde de traction-compression dans une barre

4.2.2 Fréquences naturelles et déformées modales

Le déplacement longitudinal est représenté par des fonctions indépendantes en utilisant la
technique de séparation de variables. La solution recherchée se présente sous la forme d’un
produit de deux fonctions, dont I'une dépend de ’espace et 'autre du temps :

u(z,t) = N(x)q(t) (4.7)
Introduite dans I’équation des ondes, nous donne :

N i
N ) (48)
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d? N(x) d?q(x)

tel que : N7 (z) = et G(t) =
La relation (4.8) condult a deux équations indépendantes :

{N”() N(z) =

G+ wq(t) =0

tel que : w? = o%¢? dont les solutions sont :

{ N(x) = asin(ozx) + [ cos(ox)
q(t) = asin(oct) + beos(oct)

(4.9)

(4.10)

Les fréquences naturelles et les déformées modales vont dépendre des conditions aux limites.

4.2.3 Conditions aux limites

Les déformées modales et les fréquences naturelles dépendent des conditions aux limites aux
deux extrémités de la barre. Différents types de conditions aux limites peuvent étre envisagés

(4.3) :

a) Extrémiteé libre : la contrainte est nulle g—z =0

b) Extrémité encastrée : le déplacement est nul u = 0

c¢) Extrémité fixée a un ressort de raideur k : :I:k;u =EA%

d) Extrémité attachée 4 une masse m : +m2Y 8t2 = EA%

. k| x=0 x=1 k- "
Y U
N—1 al

Cy L my [ 5]

(a)

au

PP i — ot A — — 11
X -
fyti —— I an k-
— [ L | D,{,‘;'u—“
Cy1l —— X 7 L S |

my "

FIGURE 4.3 — Les conditions aux limites

Dans le cas de la figure (4.3), les conditions aux limites sont données comme suit :

ou 0%u ou

EA%’.TZO ( 8 + Cla + k‘lu)|ng
ou 0%u ou
EAa_xlz:l (ma 252 +028 + kau)] o=

Application 4.1

Soit la barre encastrée a une extrémité et libre a 'autre (cantilever) (figure (4.4)).

X

——
0 4 i

FIGURE 4.4 — Barre encastrée-libre
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Les conditions aux limites se décrivent par :
En x =0, le déplacement est nul :

u(0,t) =0— N(0) =0

En x = [, la contrainte est nulle :

ou(z,t)
() =F "L =0—=N'(1)=0
7unll,t) = B ()
Soit :
N(0)=8=0— N(x) = asin(cz) = N'(x) = cacos(ox)
2n — 1
N'(l) = oacos(al) =0 — cos(ol) =0 = 0 = n2l 7 telquen =1,2,3, ...
Les déformées modales sont :
2n — 1
N, (x) = sin(o,x) = sin % =, (x)
Et vérifient la relation d’orthogonalité :
l l l
/ D, (2)P,,(z)dx = / sin(o,x) sin(o,,x)dx = §5mn (4.11)
0 0
Avec §,,, est le symbole de Kronecker :
5o — 1 51 n=m
0 51 n#m
Les pulsations naturelles sont :
2n — 1 2n — 1
Wy = 0pC = (2n e = (2n ) E/p (4.12)

21 2l

Donc pour ce cas, les solutions sont comme suit :

le déplacement : u(z,t) = > 7 (A, sin(o,qt) + By, cos(o,¢t)) sin(o,x)
la vitesse u(z,t) = > 7 ona( A, cos(onat) — By sin(o,¢t)) sin(o,z)
la pulsation propre : w, = 0,¢

Et la forme modale ®,, = sin(o,x)

Il reste a déterminer A,, et B,. Pour cela, les conditions initiales (a ¢ = 0) et la relation d’or-
thogonalité sont utilisées.

4.2.4 Expression compléte du mouvement

Pour expliquer cette partie, on utilise 'exemple de la figure 4.4.Dans cet exemple, le déplacement
initial est donné par :

u(z,0) = ug(x) = Z By, sin(o,,7)
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Ce qui donne en multipliant fois sin(o,x) et en intégrant sur la longueur totale de la barre :

! 1 oo I B
/ up(z) sin(o,x)dr = / (Z By, sin(o,,x)) sin(o,x)dx = / B, sin®(c,2)dr = ——
0 0 0

m=1

Donc
9 ol
B, = 7/ up(z) sin(o,x)dx (4.13)
0
La vitesse initiale :
U(z,0) = dg(x) = Z OmC A sin(o,7)
m=1

Alors, en procédant de la méme maniére que pour le déplacement, on obtient :

o0

! I !
/ U () sin(o,z)dr = / (Z OmC A sin(oy,x)) sin(o,z)dr = / OnCi Ay sin®(o,z)dr = anclAné
0 O — 0
Donc :
9 I
A, =— | t(z)sin(o,z)dx (4.14)
O—Cll 0

Application 4.2
Considérons la barre de I'application 1. A ¢t = 0, la vitesse initiale : @y(z) = 0 et une force Fj
est appliquée a 'extrémité libre de la barre encastrée.

4
1 =
0 {

FIGURE 4.5 barre encastrée-libre

De la loi de Hook, on trouve :

ou(z,0) Iy Ry
or ~BA 0= F3
En remplacant dans (4.17) et (4.18), on obtient :
2 (! Fyx 8Lpl(—1)"+!
B, =~ | ——sin(o,z)dr =
l Jo EA sin(onz)dz EAnm?(2n — 1)?

et
u(x,O):O—>An:0

Le déplacement libre de la barre est complétement défini par ses conditions aux limites et ses
conditions initiales :

_BFl o (—1)m*! . (2n— D)7
u(z,t) = AR ; on —1)2 cos(wyt) sin( 5 )

avec wn:w E/p n=123,..
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4.3 Vibrations de torsion dans les barres

4.3.1 Equations des ondes de torsion

Une barre peut vibrer en torsion : la vibration est caractérisée par un déplacement angulaire
(mouvement de rotation) autour de 'axe longitudinal de la barre (4.6).

On considére 'équilibre des moments d’un petit élément dz d’une barre de section circulaire
uniforme. Soit M; le moment de torsion en x et (M; + (OM;/0x)dx) le moment de torsion en
(x + dz).

UH:I»' !

E .' “‘rfl. "l .:
th]q" ¥ (\\ .f"l Mix. )+ dM/x. 1)

. Y
B 0+ dix )

(b)

FIGURE 4.6 — Un arbre en torsion

Le moment de torsion s’écrit comme suit :
00(x,t)
ox

— GIO

ou :

G 1 est la raideur a la torsion

G = E/(2(1 +v)) est le module de cisaillement

Iy est le moment quadratique de rotation de la section droite.

L’équilibre des moments est :

2
aMt Mt + f(x,t)dx = J()%

ot Jy est le moment d’inertie de I’élément de volume par rapport a ’axe de rotation : Jy = plydx
Soit :

M; +

9 . 00(x,t)

— (Gl To@.t) Go0(x.t) _ 0°0(a,1)
Ox ox

o2 MR

Vdz + f(z,t)dz = ply

L’équation de propagation des ondes de torsion, en mouvement libre, peut s’écrire sous la forme

habituelle :
0?0(z,t) 1 829(x t)

0x2 A2 o2
Avec la vitesse de propagation des ondes de torsion :

Ct:\/G_/P
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4.3.2 Conditions aux limites

Extrémité encastrée : déplacement angulaire nul 0(zg,t) =0

Extrémité libre : moment nul aaéi’t) 2o =0

La méthode pour obtenir les pulsations naturelles et les déformées modales est la méme que
pour les barres en traction-compression. La prise en compte des conditions initiales permettra

de déterminer totalement le mouvement de la barre en torsion.
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SERIE D’EXERCICES

Exercice 1

Une barre de section uniforme A, de longueur /, de masse volumique p et de module de Young
E est encastrée a une de ses extrémités (Figure 4.7). A l'autre extrémité est fixée une masse
ponctuelle égale a la masse de la barre elle-méme.

et
=
W

S

FIGURE 4.7 — barre encastrée et liée & une masse

1- Exprimer les conditions aux limites en considérant le déplacement sous la forme
u(x,t) = X(2)T(t)
2- En utilisant une expression approchée tan(a) ~ a— (n— 1) quand « est proche de (n— 1),

donner les pulsations naturelles de la barre.

3- Pour la premiére pulsation naturelle. Utiliser une approximation de la tangente exacte au
second ordre tan(a) =~ o + %3 pour améliorer I'estimation.

Exercice 2

Soit une poutre Encastrée-Libre en vibrations longitudinale, ayant deux sections différentes le
long de 'axe z, comme le montre la figure 4.8.

FIGURE 4.8 — barre encastrée-libre de section variable

1- Ecrire les équations différentielles régissant les déplacements longitudinaux w (z,t) et ug(z,t)
2- Exprimer mathématiquement les conditions aux limites et de continuité.

3- On admet pour solutions :

uy(z,t) = X1 (2)e?“t et uy(x,t) = Xo(x)elt

avec : X;(z) = a; cos(wy/Ex) + b;sin(w/2x)

Déterminer alors I’équation caractéristique pour les fréquences naturelles du systéme

Exercice 3

Une poutre uniforme, de masse volumique p, de longueur L, et de section S, est supportée au
moyen d’un ressort de masse négligeable et de raideur k£ & une extrémité et attachée a une
masse M a l'autre extrémité (Figure 4.9).
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FIGURE 4.9 — barre encastrée-libre de section variable

Déterminer ’équation aux fréquences propres des vibrations longitudinales de la poutre On
donne :
wx . WT .
u(z,t) = (A Cos(?) + Ay sm(g))(Bl cos(wt) + By sin(wt))

Exercice 4

Une poutre cantilever uniforme, de masse volumique p, de longueur L, et de section S, est
supportée au moyen d’un ressort de masse négligeable et de raideur k (Figure 4.10). Déterminer
'équation aux fréquences propres. On donne : k = ES/L

FIGURE 4.10 — barre encastrée et liée & un ressort

Exercice 5

Une poutre verticale, uniforme de longueur L et de section S, est encastrée a une extrémité et
chargée par un corps de masse M a l'autre extrémité (Figure 4.11).

FIGURE 4.11 — barre encastrée et liée & un ressort

Montrer que les fréquences naturelles des vibrations longitudinales de la poutre sont déterminées

par la résolution de I'équation :
p p SpL
L/ = Ly =)= —
“ \ Etan(w \ E) M
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Exercice 6

Etablir I'équation de fréquence et donner la forme générale de la solution pour les vibrations
de torsion dans le barreau cylindrique de la figure 4.12.

| r@{

»i
-
i .

FIGURE 4.12 — barre en torsion

Exercice 7
Trouver I’équation aux fréquences pour les vibrations de torsion d’'une poutre circulaire, de

section uniforme S. La poutre est attachée rigidement a ces deux extrémités par deux rotors
rigides (Figure 4.13).

FIGURE 4.13 — barre en torsion liée a deux rotors rigides
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