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Chapitre 1

Calcul matriciel

1.1 Notion de matrice

Cette premiére section aborde la notion de matricel.

Définition 1.1.1. On appelle matrice a n lignes et p colonnes la forme sui-
vante :

ai;p a2 ... Qaip

a1 a2 ... G2p
M =

Gpl Ap2 ... Gpp

Le terme a;; se situe a lintersection de la i-éme ligne et de la j-éme colonne.
On note M par M = (a;j) i—1 ,, » Ou tout simplement M = (@ij).

j=1...,p
Le couple (n,p) s’appelle le format ou la dimension de la matrice.

Remarques 1.1.1
— Sin =p, on dit que M est une matrice carrée d’ordre n.
— On note M, ;, 'ensemble des matrices ayant le format (n,p).
— On note M,, I’ensemble des matrices carrées d’ordre n.

Exemple 1.1.1

5 6
M=13 -7 ] &€Msa.
1 0

1.2 Opérations sur les matrices

1.2.1 Addition

Soient M = (a;;) € My, p et N = (b;j) € M, , deux matrices ayant le méme
format (n,p). La matrice somme des deux matrices M et N est définie par

M+ N = (aij + b,‘j) € Mn,p.

(On effectue la somme des termes ayant les mémes indices j).

'Le mathématicien anglais James Sylvester (1814-1897) utilisa pour la premiére fois le
terme “matrice” en 1850. Cayley, Hamilton, Hermann Grassmann, Frobenius et John von
Neumann comptent parmi les mathématiciens célébres qui ont travaillé sur la théorie des
matrices.



1. Calcul matriciel

Exemple 1.2.1

Calculons
3 1 0 4 3 5
7 9 + 1 1 = 8 10
5 =5 2 —4 7 -9

1.2.2 Multiplication par un réel

Soient M = (ai;) € My, une matrice ayant le format (n,p). La multiplica-
tion de M par un réel o est définie par la matrice

a.M = (oz.aij) S Mn’p.

(On effectue la multiplication de tous les termes par le réel «).

Exemple 1.2.2
Calculons

(10 —4N_ (5 0 -20
‘\3 6 -2 ) 15 30 —10 /-
1.2.3 Multiplication

Soient M = (a;j) € My, une matrice ayant le format (n,p) et B = (b;;) €
My, une autre matrice ayant le format (p, m). Le produit de M et N est une
matrice ayant le format (n,m) de terme général

/4
Cij = Zaikbk]‘.
k=1

Ainsi, pour avoir le terme général c¢;; de M.N, on multiplie les termes de la ligne
i de M par les termes de la colonne j de N, puis on procéde par la sommation.

Remarque 1.2.1

L’opération du produit n’est réalisable que si le nombre de colonnes de M
est égal au nombre de lignes de N. On garde dans l'esprit le schéma suivant :

M(n,g) X N(]:),m) = M.N(n,m).

Exemple 1.2.3

Calculons
5 2 48 36 20 54
6 3 X ( i g ? i > = 60 45 27 69
71 60 45 19 63



1.3 Matrices remarquables

1.2.4 Transposition

Soit M = (a;j) € My, une matrice ayant le format (n,p).
On appelle transposée de M la matrice M’, ayant le format (p,n) et définie par

M/ — (bl]) € Mp7n,

avec le terme général b;; = aj;.
Autrement dit, M’ s’obtient de M en transformant le role des deux indices ij.
Exemple 1.2.4

. . 4 2 9 1
Soit lamatrlceM:<5 7 3 6>6M2’4'

Sa matrice transposée est

M = €M4,2.

— O N
S W J Ot

Exemple 1.2.5

€ Ms.

Soit la matrice M =

= DN Ot
o Oy ©
N =~ O

Sa matrice transposée est

M =

O © Ot
= O N

1
8 e Msj.
7

Dans le cas d’une matrice carrée, on utilise la symétrie des éléments par rapport
a la diagonale pour avoir la matrice transposée.
1.3 Matrices remarquables

1.3.1 Matrice nulle

C’est la matrice ayant pour terme général a;; = 0, pour tout 1, j.

1.3.2 Matrice identité

C’est la matrice carrée d’ordre n ayant pour terme général

o 1si=g
TTVL0 osioi#g

Elle a les termes 1 dans la diagonale et 0 ailleurs.

Exemple 1.3.1
La matrice identité d’ordre 3 est

1 00
010
0 01

Propriété 1.3.1. Soit I, € M,, la matrice identité d’ordre n. Alors on a,
pour toute matrice M € M,

MxI,=1,xM=DM.

I, est l’élément neutre pour lopération du produit des matrices.




1. Calcul matriciel

1.3.3 Matrice diagonale

C’est une matice carrée d’ordre n vérifiant a;; = 0 pour tout 7 # j, i.e. des
zéros hors de la diagonale. Elle a la forme suivante :

aill 0o ... 0
0 ag ... 0
0o ... 0 ann

1.3.4 Matrice triangulaire

Définition 1.3.1. Soit M une matrice carrée d’ordre n.
(1) On dit que M est triangulaire supérieure si a;; = 0, pour tout i > j,
i.e. des zéros dans la partie inférieure a la diagonale.
(11) On dit que M est triangulaire inférieure si a;; = 0, pour tout i < j,
1.e. des zéros dans la partie supérieure & la diagonale.

Exemple 1.3.2

5 3 19
0 2 8 | est une matrice triangulaire supérieure.
0 0 6
Exemple 1.3.3
4 0 0
3 9 0 | est une matrice triangulaire inférieure.
5 3 1

1.4 Déterminant d’une matrice carrée

1.4.1 Cas d’une matrice carrée d’ordre 2

Soit M = < Z d ) une matrice carrée d’ordre 2. On appelle déterminant?
de M la quantité
a b
det(M) = . d ‘ = ad — bc.
Exemple 1.4.1
5 7
‘ 9 6 ‘—3014—16.

1.4.2 Cas d’une matrice carrée d’ordre 3

Soit la matrice carrée d’ordre 3
a1l a2 ais
M= | a1 a2 a3
a31 asz2 ass3
Le déterminant de M est la quantité

aylp a2 a3

a12 a3
a2 a23

a2 a3
az2 ass

a2 G23
a32 as3

det(M): as1 Q9 as3 | = aii —as1 +as1

a31 asz2 as3

2Leibniz a développé la théorie des déterminants en 1693 pour faciliter la résolution des
équations linéaires.




1.4 Déterminant d’une matrice carrée

On dit qu’on a fait un développement selon la premiére colonne de M.

Exemple 1.4.2
Calculons

2 4 19 19
_5' 75 ‘_6‘ 75 ‘*3} 2 4 ‘—5(—18)—6(—58)+3(—14) = 216.

w O Ot

1
2
7

(S SN

1.4.3 Cas général

Soit M = (a;j) une matrice carrée d’ordre n définie par

ai] ... Qinp

Définition 1.4.1. (Mineur et cofacteur)
(i) Pour chaque couple d’indices (i, 7), on appelle mineur de la place (i,j),
le déterminant A;; obtenu en supprimant dans M la ligne i et la colonne

J. Soit donc
all e arj—1 a1j+1 e QA1n
A _ ai—11 - Gi—15-1 Qi—1j4+1 --- Gi—1n | |
g ’
aij+11 -+ Gi415-1  Qi41541  --- Gitln
Apl e anj_l anj+1 e QApn,

(i) Pour chaque couple d’indices (i,7), on appelle cofacteur de la place
(1,7), le terme o
My = (=1)" Ay

Exemple 1.4.3

519
Soit M la matrice carrée d’ordre trois définie par M = | 6 2 4
3 75
i 2 4
Le mineur de la place (1,1) est Ay = _s —18.
5 1

3 7| = 32, et ainsi de suite pour

trouver les autres mineurs (en fait, il y a 9 mineurs).

Le cofacteur de la place (1,1) est My; = (=1)2Aq; = —18.

Le cofacteur de la place (2,3) est Moz = (—1)°Ags = —32, et ainsi de suite pour
trouver les autres cofacteurs (en fait, il y a 9 cofacteurs).

Le mineur de la place (2,3) est Agg = ’

Remarque 1.4.1

Pour une matrice carrée d’ordre n, il y a n?

mineurs et n? cofacteurs.

Proposition 1.4.1. Soit M = (ai;) une matrice carrée d’ordre n. Alors, pour
tout 3 =1,...,n,

det(M) = Z a,-jMZ-j.
=1

(Développement par rapport a la j-éme colonne de M ).



1. Calcul matriciel

Aussi, pour tout i =1,...,n,
n
det(M) = Z CLZ']'MZ‘]'.
j=1

(Développement par rapport a la i-éme ligne de M ).

Exemple 1.4.4
Développons le déterminant de I’Exemple 11.4.2 par rapport & la 1-ére co-
lonne

519
6 2 4| = B5My+6My +3Msz =5(—1)2A1; +6(—1)3Ag1 + 3(—1)*Asz;
3765
2 4 19 19
= 5‘ - s ’—6’ . '+3' 5 4 ‘_5(—18)—6(—58)+3(—14)
= 216.

Maintenant, effectuons le développement par rapport a la 3-éme ligne, on trouve

519
6 2 4| = 3Mz +TMsy+5Msz3 = 3(—1)*Az; +7(=1)°Agz + 5(—1)%As3
3765
19 59 5 1
-ola 3] SR
= 216.

Le développement par rapport & n’importe quelle ligne ou colonne donne tou-
jours le méme résultat.

Exemple 1.4.5
Calculons

= O0My +0Myo +0My3 + 6 Myy

S W o Ot
O NN
O O ©
Oy W o

= 6(—1)%A4 =6 = 1296.

w O Ut

1
2
7

T = ©

On a fait un développement par rapport & la 4-éme ligne.

Remarque 1.4.2
Il est souvent utile de faire le développement par rapport aux lignes ou aux
colonnes qui contiennent plusieurs zéros.
Cas particulier : Déterminant d’une matrice diagonale
Soit

ail 0o ... 0
0 asy ... 0
M = : _ .
0o ... 0 apn

une matrice diagonale d’ordre n. On a

det(M) = ﬁ Qs -
=1



1.5 Inverse d’une matrice carrée

Exemple 1.4.6

=5x6x3=90.

O O Ot
O Oy O
w o O

Remarque 1.4.3
Plus généralement, le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit
des éléments de la diagonale principale.

Propriété 1.4.1. Soient M et N deux matrices carrées. Alors
(1) det(M'") = det(M), avec M’ est la transposée de M ;
(11) det(M.N) = det(M).det(N).

1.5 Inverse d’une matrice carrée

Etant donnée une matrice M connue, on cherche la matrice N telle que
M x N = I, (matrice identité d’ordre n). Si cette matrice N existe, on dit que
M est inversible et on note N par M1,

Proposition 1.5.1. Une matrice carrée M d’ordre n est inversible si et seule-
ment si det(M) # 0. Dans ce cas, il existe une matrice N telle que M XN = I,.

Exemple 1.5.1
La matrice M = g ; > est-elle inversible 7

Oui elle est inversible car det(M) = 33 # 0.

Définition 1.5.1. Soit M = (a;;) une matrice carrée d’ordre n. On appelle
comatrice de M la matrice carrée d’ordre n notée com(M), définie par

My ... My,
com(M) = (M) = Lo a
My ... My,

ot M;j est le cofacteur de la place (i, j).

Exemple 1.5.2

5 4 7

Soit la matrice M = 6 3 1

9 2 5
13 —-21 -15
La comatrice de M est la matrice com(M) = -6 —38 26
—17 37 -9

Proposition 1.5.2. Soit M une matrice carrée d’ordre n inversible (lorsque
det(M) # 0). Alors il existe une matrice carrée d’ordre n, notée M~*, telle
que M x M~' =1, ou I, désigne la matrice identité d’ordre n.
La forme de M~ est
1
~ det(M)

avec com’ (M) est la transposée de la comatrice de M.
M~ s’appelle la matrice inverse de M.

com’ (M),




1. Calcul matriciel

Exemple 1.5.3

. . b
Soit la matrice carrée d’ordre 2, sous sa forme générale, M = < CCL d ) .

Si det(M) = ad — bec # 0, alors M est inversible. Donc, il existe une matrice

M~ telle que M x M~ =1, = <(1) ?)

d —c

La comatrice de M est com(M) = < b ) ; sa transposée est com’(M) =

( d _b).Ainsi
—C a

Exemple 1.5.4

1 d —-b
M= .
ad—bc( —c a >

4 7
Soit la matrice M = 3 1
9 2 5
M est-elle inversible ? Si oui, déterminer sa matrice inverse M1,
Oui, car det(M) = —124 # 0. La matrice transposée de la comatrice de M est

13 -6 —17 13 -6 —17
com’(M)= [ —21 —38 37 |.Ainsi M '=3%L| —21 -38 37
-15 26 -9 -15 26 -9

1.6 Exercices

Exercice 1.  Calculer le produit matriciel suivant :
g _i y < 1 7 -2 4 )
1 5 5 -2 -1 -3
Exercice 2. Calculer l'inverse de chacune des deux matrices suivantes :
2 -1 0
A= -1 2 -1 1|, B= ( 3 ; > .
0 -1 2

Exercice 3. Soit la matrice A = ( (1) ? )

Montrer que

« an_ (12"
Vne N A" = < 0 1 > .
Exercice 4. Soit la matrice
0 01
A= 1 0 3
010

1) Trouver a,b,c € R tels que
A3 +aA? +bA +cl3 =0,

avec I3 est la matrice identité d’ordre 3.
2)En déduire que A est inversible et calculer A™1.



Chapitre 2

Systémes d’équations linéaires

2.1 Définition

Un systéme d’équations linéaires a la forme suivante :

annry + aprs + ... + aprn, = b
azry +  axpry + ... + awpT, = by
(S) : i
Am1T1 + am2T2 + ...+ GupTn = by,
ou les (a;;) et (b;) sont des constantes connues et 1,22, ...,Z, sont les para-

meétres inconnus du systeme.

2.2 Cas ou m = n (nombre d’équations est égal au
nombre d’inconnus)

Prenons le cas m = n, le systéme ci-dessus s’écrit :

annry + appre + ... 4+ apr, = b
a1x1 + agprs + ... + awmT, = b
(S):
an1Z1 + ap2to + ... + apnxn = by.
On note
b1 x1 ailr a2 ... Qip
bn Tn apl QAp2 ... Gnp

L’écriture matricielle du systéme (S) est

Lorsque A est inversible (det(A) # 0), le systéme (S) est dit de Cramer!. Dans
ce cas, il posséde une solution unique.

Pour la résolution du systéme (.S), nous proposons trois méthodes : la premiere
est purement matricielle, la deuxiéme utilise des déterminants? et la troisiéme
considére des opérations sur les équations.

!Gabriel Cramer (1704-1752) est un mathématicien suisse.
2Cette méthode a été présentée par Cramer en 1750 pour la résolution des équations li-
néaires.

11



12 2. Systémes d’équations linéaires

2.2.1 Meéthode matricielle

Le systéme AX = b est équivaut & X = A~1b, qui est son unique solution.

Exemple 2.2.1
Résolvons le systéme

51 + 4dxy + Tz = 1
6x1 + 310 + w23 = -1
91 4+ 229 4+ bxy = 0

Matriciellement, ce systéme s’écrit sous la forme AX = b, avec

1 T 5 4 7
b=| -1 |, X=( 22 |, A= 6 3 1
0 3 9 25

L’unique solution de ce systéme est

i 13 —6 —17 1 . 19
X=A%=—|[ —-21 -38 37 -1 | =— 17
124\ 15 96 9 0 24\ _

s T . _ —19 _ =17 _ 41
Ainsi, I'unique solution est x1 = i L2 = 151 b 3 = 151

2.2.2 Meéthode des déterminants

Proposition 2.2.1. L’unique solution d’un systéeme de Cramer AX = b est
donnée par

ailp ... alj_l b1 a1j+1 oo Q1p
- Gpl ... Qpj—1 bn Qpj+1  --- Gpp
! det(A) ’
avec j =1,2,....n.

Exemple 2.2.2
Reésolvons le systéme

201 + 3z0 = 4
x1 + 4z = 5

. . . 2 3
La matrice associée au systéme est 1 4 )

On a det(A4) = ‘ i i ‘ =8 —3 =5%#0. Donc ce systéme est de Cramer.
4 3 2 4
B ) 4 1 B 1 ) 6
1T Tqet(4) 5 0 2T Tdet(4) 5

La solution du systéme est (3, 2).



2.2 Cas ou m = n (nombre d’équations est égal au nombre d’inconnus) 13

2.2.3 Meéthode d’élimination de Gauss (ou bien du pivot de
Gauss)

La méthode d’élimination de Gauss® permet de résoudre les systémes de
Cramer. Considérons le systéme de Cramer suivant :

aiizr + apre + ... 4+ awmr, = b (E1)

as1x1 + axry + ... + aogux, = bs (EQ)
(5)

an1T1 + ap2T2 + ...+ AppTp = by (En)

On suppose que a11 # 0. L’idée est de supprimer x1 dans les autres équations.
Pour supprimer 27 de I'Equation (E;), (i > 2), on multiplie 'Equation (FE7)
par Zﬁ, puis on fait la différence de I’équation trouvée avec I'Equation (F;). Le

systéme (5) devient

ai1x1 + aiexe 4+ ... + aipxn = b1 (El)
(5 abhory + ... + ab,x, = b (Bp « By — 2LEy)
a’nzxg + ...+ CL;m.’L'n = b;t (En — F, — %El)

Si aby # 0, on supprime l'inconnu x9 de 'Equation (E;), (i > 3), en multipliant

IEquation (E2) par Zéi, puis on fait la différence de I’équation trouvée avec
I’Equation (Ej;).

On répéte le procédé jusqu’a I'obtention d’une derniére équation qui s’écrit
en fonction de z,, uniquement. On cherche la valeur de z,, puis on en déduit
successivement les valeurs de x,,—1,...,21.

Exemple 2.2.3
Reésolvons le systéme suivant par la méthode d’élimination de Gauss :

r1 — 1z + w3 = 4 (B)
(S):9 2z — w2 + 33 = 5 (Eq)
3r1 — 2x2 4+ 2z3 = 1 (Eg)

Ce systéme est bien de Cramer, car

1 -1 1
~1 3 |=-2%#0.
3 -2 2

Le systéme () est équivaut a

T — x + x3 = 4 (E1)
T2 + x3 = -3 (EQ «— EQ — 2E1)
Trog — X3 = —11 (E3 — E3 - 3E1)

(On a éliminé x; des Equations (E2) et (E3)).
Ce dernier systéme s’écrit comme

ry — x2 + x3 = 4 (Eh)
Tro + r3 = —3 (Eg)
— 2.%3 = -8 (Eg — E3 — EQ)

On calcule successivement les valeurs des inconnus pour obtenir

T, = —7
Tro = —7
r3 = 4

3Carl Friedrich Gauss (1777-1855) est un mathématicien, astronome et physicien allemand.



2. Systémes d’équations linéaires

2.3 Cas général : m #n

Soit le systéme suivant & m équations et n inconnus :

anri + apre + ... + apr, = b
a1 + ax2r2 + ... + axmxn, = by
(S) :
ami®i + amarys + ... + @mnTn = bm
Posons
ail ai19 e A1n b1 I
A= , b= , X =
Gml Am2 ... (mn bm L,

Le systéme (5) est équivaut & AX = b.
Considérons la matrice

ail alp ... A1n b1
Ay =

Am1l Am2 .- Gmp bm,

qui s’appelle la matrice augmentée ; elle est constituée des éléments de A et ceux
de b.

Définition 2.3.1. (Rang d’une matrice)
Soit A = (ai;) une matrice de format (m,n). On appelle rang de A, et on le
note rg(A), le plus grand entier r tel qu’on puisse extraire de A une matrice
carrée d’ordre v de déterminant non nul.

Remarque 2.3.1
Il est clair que rg(A) < min(m,n).
Apres ce rappel, on s’intéresse maintenant & la résolution du systéme (.5).

Proposition 2.3.1. Le systeme (S) admet des solutions si et seulement si

rg(A) = rg(Ap).

Pour résoudre le systéme (5), on calcule le rang de la matrice A associée a
(S). Si rg(A) = r, alors il existe un déterminant A, non nul d’ordre r, appelé
"déterminant principal".

Les équations correspondantes aux lignes de A, s’appellent "les équations prin-
cipales", et les inconnus correspondants aux colonnes de A, s’appellent "les
inconnus principaux". Les autres inconnus s’appellent "les paramétres”.

On suppose que le déterminant A, est formé des r premiéres colonnes. On
fait le partage suivant :

ailp ... ajp Alr41 - (05D I b1
: : «— Bloc 1

Arl  -evo Qpp  Qppgl - Gpp . | by
«— Bloc 2

Aml -+ Gmr Gmrtl --- Gmp Tn bm

Ici, le Bloc 1 représente les équations principales, et le Bloc 2 concerne les
équations non principales.



2.3 Cas général : m #n

15

Le Bloc 1 du systéme (S) donne

anry + ... + apre = b1 — A1Trp1 — ... — Glpdy

a1 + ... A+ QT = by — Qp1Trp1 — .. = Qg
ol X1, X2, . . ., Xy sont les inconnus, qu’on va les écrire en fonction des paramétres
Lr41yee-yTp-

Ensuite, on vérifie si les n — r équations non principales du Bloc 2 sont vérifiées
ou non. Si 'une des équations non principales n’est pas satisfaite, le systéme
n’admet pas de solutions.

Exemple 2.3.1
Résolvons le systéme suivant :

T — T2 + w3 — @xy + x5 = 1

(S) ) 2x1 — To + 3zx3 + dxs = 2
' 3r1 — 2x9 4+ 2x3 —+ T4 -+ r5s = 1

T + x3 + 24 + x5 = 0

Le systéme est constitué de m = 4 équations et de n = 5 inconnus. La matrice
associée a (9) est

1 -1 1 -1 1
2 -1 3 0 4
A= 3 =2 2 1 1
1 0 1 2 1

Par définition, rg(A) < min(4,5), donc rg(A4) < 4.
On vérifie sans difficulté qu’il n’existe pas un déterminant non nul d’ordre 4,
donc rg(A) # 4. On passe a l'ordre 3; on a

1 -1 1
2 -1 3|=-2+#£0,
3 -2 2

cela implique que rg(A) = 3.

On prend ce déterminant comme le déterminant principal. Les inconnus princi-
paux sont x1, r2 et x3. Les équations principales sont les trois premiéres équa-
tions du systéme.

Le bloc des équations principales du systeme (S) donne

r1 — o + w3 = l4+z4—25 (El)
(S):¢ 2z — x9 + 33 = 2—Adxs (E2)
3r1 — 2x9 4+ 2x3 = 1—1x4— x5 (Eg)

C’est un systéme de Cramer, avec x4 et x5 sont les paramétres.
Pour le résoudre, on utilise la méthode d’élimination de Gauss qui donne, a la
premieére étape,

r1 — T2 + w3 = l4mzy—2a5 (E1)
To + X3 = —2%4 — 2%5 (EQ — EQ — 2E1)
To — 3 = —2—A4dx4+ 2x5 (Eg «— F3 — 3E1)
puis
r1 — 22 + w3 = l4z4—1u5 (E1)
To + T3 = —2x4 — 275 (EQ)

— 2x3 = —2—2x4+4x5 (Eg «— FE3 — EQ)
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Donc
r3s = 1+x4—2x5
To = —1—3x4
1 = —1-—3x4+ 5.

Il faut maintenant voir si la derniére équation "non principale” est satisfaite;
onaxy+x3+2xs+a5=-1—-3x44+x5+ 1+ 24 — 225 + 224 + x5 = 0. Oui,
elle est bien vérifiée.

Donc, le systéme (S) admet des solutions qui constituent ’ensemble

S = {(—1 —3x4+ x5, —1 — 3wy, 1 + 24 — 225, 24,25) : Xy4,T5 € R}.
2.4 [Exercices

Exercice 1.  Résoudre par deux méthodes différentes (la méthode des déter-
minants et la méthode d’élimination de Gauss) le systéme suivant :

21 — To — r3 = 4
3r1 + 4z — 2z3 = 11
4.%'1 — 3.%2 — 6333 = 3
Exercice 2.  Soit le systéme suivant :
ry — x2 + x3 + x4 — x5 = 0
(S) : 209 — x9 4+ 2x3 + 224 — x5 = 0
r1 + ®2 + 33 — x4 + 225 = 0
1) Déterminer rg(A).
2) Résoudre (5).
Exercice 3.  Résoudre le systéme suivant :
3r1 + dxy + r3 + 2x4 = 3 (El)
6x, + 8ry + 2x3 + bxy = 7 (EQ)
9z1 + 12z9 + 3z3 + 6x4 = 9+a, (a€R), (Es)
Exercice 4. Résoudre le systéme suivant par la méthode d’élimination de
Gauss :
1T — T9 + 2x3 — x4 = 3 (El)
—x1 4+ 2x9 — 23 — Ty = -3 (EQ)
2r1 + x99 — 2x3 + x4 = 0 (Eg)
3r1 — 8wy + 213 — 2x4 = 6 (Ey)



Chapitre 3

Polynoémes et fractions
rationnelles

Dans ce chapitre, on désigne par K I’ensemble R ou I’ensemble C.

3.1 Polynoémes

3.1.1 Fonction polynémiale

Définition 3.1.1. On appelle fonction polynémiale sur K toute fonction P de
K vers K ayant la forme

P(X)=an X"+ an 1 X" '+ ...+ a1 X +ap,

avec p, an_1,...,a1, a0, X € K.

Le nombre a, # 0, s’appelle le coeficient dominant de P. Lorsque ap, = 1, P
est dit unitaire.

L’ensemble des fonctions polynomiales sur K est noté K[X].

Proposition 3.1.1. Soit P une fonction polynémiale. On appelle degré de P,
le plus grand entier k tel que ai # 0 ; on le note deg(P) : ¢’est la plus grande
puissance.

Remarque 3.1.1
Par convention, si P = 0 alors deg(P) = —oc.

3.1.2 Opérations

Proposition 3.1.2. Soient P(X) = a, X"+...4+a1 X +ap et Q(X) = b, X"+
..+ 01X + by deux fonctions polynomiales. Alors

(i) P+ Q est une fonction polynomiale de degré < max(n,m) ;

(1i) PQ est une fonction polynémiale de degré n + m.

Exemple 3.1.1

Considérons P(X) = 2X* — X3 — 5X? et Q(X) = X? + 2X2. Calculons
P+Q et PQ.
OnaP+Q=2X"-3X%et PQ=2X"+3X5—-7X°—-10X"

Proposition 3.1.3. (Division euclidienne)
Soient A, B € K(X), avec B # 0. Il existe un unique couple (Q, R) tel que

17



18
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A = BQ + R, avec deg(R) < deg(B).
Q s’appelle le quotient et R le reste de la division.
Si R=0, on dit que B divise A ou bien A est divisible par B.

Remarque 3.1.2
L’écriture A = BQ + R est équivalente &

A _ BQ+R _

B B @+

kil
=

R . . . . . A
Q s’appelle aussi partie entiere de la fraction rationnelle 7.

Exemple 3.1.2
Effectuer la division euclidienne de A = X* —2X? — X +1 par B = X?+ X.
Il est facile de trouver que le quotient est X2 — X — 1, alors que le reste est 1.

3.1.3 Dérivée

Définition 3.1.2. Soit P(X) = a, X" + an1 X" 1 + ...+ a1 X +ag € K[X].
Le polynome dérivée de P est défini par

P(X) = na, X" N+ .+ 202X + ay.

La dérivée d’ordre n de P, notée P, est définie par la relation récurrente
P = [P(=D] et la convention PO = P.

Théoréme 3.1.1. Soit P(X) = a, X" + ...+ a1 X + ap € K[X]. Alors, pour
tout k=0,1,...,n,

pk) (0)
ap = k' .

Ici, P%)(0) est la dérivée k-éme de P(X) au point 0.

Exemple 3.1.3
Soit P(X) =2X3 + X2 + X + 2. Calculons P®)(0).
En utilisant la formule, on a P®)(0) = a3z x 3! =2 x 6 = 12.

3.1.4 Racine (zéro) d’un polynoéme

Définition 3.1.3. Soit P € K(X). On dit que o € K est une racine (ou zéro)
de P si et seulement si P(a) = 0.

Proposition 3.1.4. Soient P € K(X) et a € K. Alors
Pla)=0 & (X —a) dwise P(X),

i.e. il existe Q € K(X): P(X) = (X — a)Q(X).

Exemple 3.1.4

Soit le polynome P(X) = 2X3 —3X?2 + 1. Vérifions que 1 est une racine de
P(X) et factoriser le.
1 est facile de trouver que P(1) =0 et P(X) = (X —1)(2X2 - X —1).

Définition 3.1.4. (Multiplicité d’une racine)
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Soient P € K(X) et o € K. On dit que « est une racine de multiplicité r si et
seulement si (X — a)" divise P(X) et si (X —a)"! ne divise pas P(X).

Remarque 3.1.3
Si 7 = 2 ou 3, on parle de racine double ou racine triple. Si r = 1, on parle
de racine simple.
Exemple 3.1.5
Le polynéme
P(X) = (X —4)(X =3)*(X = 7)!

admet une racine simple 4, une racine double 3 et la racine 7 de multiplicité 4.

Proposition 3.1.5. Soient P € K(X) et a € K. « est une racine de multi-
plicité r si et seulement si

Pla)=Pl(a)=...=P" D(a)=0 et P"(a)#0.

La notation P®)(a) désigne la dérivée k-éme de P(X) au point o, (k =
1,...,7r).

Exemple 3.1.6

Soit le polynéme P(X) = X2 —4X +4. Cherchons la multiplicité de la racine
2.
OnaP(X)=2X —4et P'(X)=2.
Ainsi, P(2) = P'(2) =0 et P”(2) =2 # 0. On conclut que la multiplicité de la
racine 2 est r = 2.
Exemple 3.1.7

Soit le polynome P(X) = X5 +aX*+bX3 —bX? — aX — 1. Déterminons a
et b pour que P admette 1 comme racine de plus grande multiplicité possible.
Les dérivées successives de P(X) sont :
P'(X)=5X%+4aX3 +3bX?% - 20X — a;
FWCX) 20X3 + 12aX? + 6bX — 2b;
) = 60X2 +24aX + 6b;
) = 120X + 24a;
)

PO(X
4)(
PO)(X) =120 # 0.
(

5

Pour que 1 SOlt une racine de multiplicité 5, il faut que P'(1) = P"(1) =
P (1) = PW(1) =0et PO)(1) # 0. Aprés calcul, on trouve a = —5 et b = 10.

Proposition 3.1.6. (Factorisation des polynémes)

Soient P € K[X]| et ai,ag,...,ar des racines de P de multiplicités
71,72, ..., Tk, respectivement. Alors le polynome P est divisible par (X —
a1) (X —ag)™. ... (X — ag)™,

avecri +ra+ ...+ 1y <n, ot n est le degré de P.

3.1.5 Polyndémes irréductibles

Définition 3.1.5. Soit P € K[X] un polynéme non constant. On dit que P est
irréductible sur K[X] sl est impossible de ’écrire sous la forme d’un produit
de deuz polynomes Q et R de K[X], tous les deux non constants. Autrement
dit, P = QR est une écriture impossible.

Dans le cas contraire, le polyndme est dit réductible si sa factorisation est
possible.

Exemple 3.1.8
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. X2 +1 est irréductible sur R[X].
. X — 1 est irréductible sur R[X].
. X2 — 1 est réductible sur R[X], car X? — 1 = (X

(X +1).
. X2 + 1 est réductible sur C[X], car X?+1= (X —i

)X +1).

Propriété 3.1.1. (i) Tout polynéme de degré 1 est irréductible sur K[ X];

(11) Tout polynome de degré > 2 et irréductible sur K[X], n’admet pas de
racine dans K

(117) Les seules polynomes irréductibles sur C[X], sont les polynémes de
degré 1 ;

(iv) Les polynémes irréductibles sur R[X], sont les polynomes de degré
1 et les polynéomes de degré 2 sans racine réelle (i.e. ayant la forme
ax?® 4+ bx + ¢, avec A = b* —dac < 0);

(v) Tout polynéme de degré supérieur ou égal & 3 est réductible sur R[X]
(méme s’il n'a pas de racine réelle) ;

(vi) Tout polynéme réductible P sur K[X| s’écrit comme produit de poly-
nomes trréductibles ; ¢’est le principe de la décomposition.

Exemple 3.1.9

Décomposons le polynome P(X) = X* 4 4 en produit de polynomes irré-
ductibles sur R[X].
Ona P(X) = (X?+2)?2 —4X?% = (X2 +2X + 2)(X? — 2X + 2). Ces deux
polynomes sont irréductibles sur R[X], car leurs discriminants sont inférieurs
strictement a 0.

Exemple 3.1.10

Décomposons le polynéme P(X) = X3 — 3X2 + X — 3 en produit de poly-
nomes irréductibles sur C[.X].
Ona P(X)=(X?2+1)(X —3); donc P(X) = (X —4)(X +i)(X —3) qui est la
factorisation en produit de polynoémes irréductibles sur C[X].

3.2 Fractions rationnelles

3.2.1 Deéfinitions

1. On appelle fraction rationnelle sur K (R ou C), tout rapport de deux
polyndémes & coefficients dans K;

2. Une fraction rationnelle F' = % est une forme irréductible de F' si les deux
polynoémes A et B ne possédent aucune racine commune dans C;

3. Soit F' = % une forme irréductible. Toute racine o de multiplicité m de
B s’appelle pole d’ordre m de F. Par exemple, si on considére la fraction

o XX+l
G

alors m = 1 est un pole d’ordre 4 de F';

4. Les éléments (X—La)k’ (k € N*, a € R*, a € R), s’appellent des éléments

simples du 1-ére espéce d’ordre k ;
5. Les éléments %, (k € N*, (a,b) € R?|{(0,0)}, p,q € R), s’ap-
pellent des éléments simples du 2-éme espéce d’ordre k.
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3.2.2 Décompositon des fractions rationnelles
Partie entiére

Soit % une fraction rationnelle ; il existe un couple unique de deux polynoémes

(Q, R) tel que
A R
E - Q + E)
avec deg(R) < deg(B).
Q et R s’obtiennent en effectuant la division euclidienne de A par B. On rappelle

que Q s’appelle la partie entiére de la fraction %.
Exemple 3.2.1
Considérons A = X*—2X?— X +1 et B = X?+ X. En effectuant la division
euclidienne de A par B, on trouve
A

R G, G (R —
B +X2+X

Dans ce cas, la partie entiére de % est X2 — X — 1.

Décomposition dans C[X]

Soit % une fraction rationnelle de C[X] écrite sous forme irréductible, avec
deg(R) < deg(B). Dans ce cas, la partie entiére de la fraction est égale a 0.

Nous citons, & présent, le théoréme fondamental de I’algebre énoncé la pre-
miére fois par d’Alembert! et démontré par Gauss.

Théoréme 3.2.1. Tout polynéme complexe de degré n admet n racines com-
plezxes (en tenant compte des multiplicités des racines).

Appliquons le théoréme précédent & B qui représente le dénominateur de la
fraction %, on a

B = H(X — Oél')mi,
i=1

ou (aj)i=1,..r sont les racines distinctes deux & deux de B dans C et m; leurs
multiplicités correspondantes.

Proposition 3.2.1. (Décomposition en éléments simples du 1-ére espéce)
La fraction rationnelle R/B se décompose de maniére unique sous la forme

R r o om; ai.;
5L Xy

i=1 j=1
ou a;j sont des constantes. .
Remarque 3.2.1
Pour i =1,...,r, chaque terme (X — a;)? donne j-termes dans la décompo-
sis Qi1 Qi;2 Xism;
sition X))’ (K= (X—ar)*
Exemple 3.2.2
Décomposons
R X —4
F=—=——.
B X2-1

1Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) est un mathématicien et philosophe francais.
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On remarque que la partie entiére est égale & 0. Factorisons B, on a B =
(X —1)(X +1). Ainsi
X -4 a b

Py " x0T &+

En développant, on trouve par identification que a = _73 et b = % On conclut

que
-3 5 1
F=——4+ - —.
2 X—1+2 X+1

Décomposition dans R[X]

Commencons par les fractions rationnelles irréductibles sur R[X] de la forme

R
(X2 +pX +q)8’

avec X2 + pX + q est irréductible sur R[X], i.e. A = p? — 4¢q < 0. De plus, on
suppose que deg(R) < deg(X?+pX +¢)?, dans le but d’avoir une partie entiére
nulle (sinon, on effectue la division euclidienne).

Proposition 3.2.2. (Décomposition en éléments simples du 2-éme espéce)
La fraction rationnelle se décompose de maniére unique sous la forme

R _Z CL%X‘F[)
(X2+pX +q)f = (X2 +pX +q)"

ot a;,b; € R.

Plus généralement, considérons la fraction F = % irréductible, avec
deg(R) < deg(B).
La factorisation de B dans R[X] est

s

B = H — i)™ [ (X2 + X + )™
k=1

ol «;, qr,pr € R p%—élqk < 0.

Proposition 3.2.3. (Décomposition en éléments simples du 1-ére espéce et
2-éme espéce)
La fraction rationnelle F' = % se décompose de maniére unigque sous la forme

5 3 JISLTEEES 3) DS X
_ 2 1’
7,1_]1 )’ klllX+ka+Qk)
avec a; j, b et cp; des nombres réels.
Exemple 3.2.3
Considérons la fraction rationnelle
1
FP=————.
X2(X2%2+1)

Le polynome X2 + 1 est irréductible sur R[X] car son discriminant A < 0. La

décomposition donne
o cX +d

b
“xTxtxra



3.2 Fractions rationnelles

23

On doit chercher les quatre constantes a, b, c et d.
On multiplie F par X? pour avoir

1 X2(cX +d)
X2F=— =aX+bt oot T
Xer1 YTt T
On remplace X par O; on a b= 1.
La fonction F' est paire donc F(—X) = F(X); cela implique que

a+b+—cX+d_a+b+cX—|—d
X X2 X24+1 X X2 X241

L’unicité de la décomposition donne

—a = a
c = —c.
Donca=0et c=0.
En remplacant a, b et ¢ par leurs valeurs, on obtient

1+ d
X2 X241

Si on attribue a X la valeur 1, on obtient F((1) =1/2 = 1—1—%, qui donne d = —1.

On conclut que
1 1

X2 X241
Détermination des coeflicients

Pour les éléments simples du 1-¢ére espece, on obtient le coefficient a;; de
(X — ;) en multipliant les deux parties de la décomposition par (X — a;),
puis on remplace X par ;. On obtient les autres coefficients en donnant & X
des valeurs autres que les poles.

Il est aussi utile d’utiliser autres propriétés, par exemple la parité de la fraction

rationnelle.

Exemple 3.2.4
Décomposons en éléments simples dans R[X] la fraction rationnelle

8

F=mymeroe

On remarque que X2 —1 = (X — 1)(X + 1) et que X2 + 1 est irréductible sur
R[X] car son discriminant A < 0. Ainsi

a b cX +d eX+ f

F= .
X1 T X+1 X241 (XZr1)p

La fonction F' est paire, donc F(—X) = F(X), ainsi
a b cX+d eX+f a b —cX+d —eX+f

X1 X+l X4l (X2r1E

L’unicité de la décomposition implique que —a = b, ¢ = —c et e = —e; donc
c = e = 0. Par conséquent
a —a d f
F= .
X—1+X+1+X2+1+ (X2 +1)2

Maintenant, on multiplie la derniére expression par X —1; on a

aX 1) dX -1 JX-1)

X-1)F=a-— .
K -DF=a-—5"+ 7 T (xegpe

TUXAl X1 X2l )



24

3. Polynémes et fractions rationnelles

Si on donne a X la valeur 1, on trouve a = 1.

De méme, on multiplie le méme expression par (X? 4 1)2, puis on remplace X
par ¢; on trouve f = —4.

On prend X =0,ona —8 = —2a+d+ f, qui donne d = —2.

On conclut que

1 1 2 4
X-1 X+1 X2+1 (X2+4+1)%

3.2.3 Application de la décompositon

La décomposition d’une fraction rationnelle fournit une forme qui un grand
intérét pour effectuer certaines opérations : dérivation a l'ordre m, recherche
d’une primitive, développement...

Exemple 3.2.5
Simplifions 'expression

n
Zzz+1

=1
Il est facile d’avoir la décomposition suivante :

1 —
X(X+1)

|~
S
+

On a

Exemple 3.2.6
1
Calculons [ 4577 dX.
La décomposition sur R[X] de cette fraction donne

1 _1 1 1 2X -1 +1 1
X3+1 3'X+4+1 6X2—-X+1 2°X2-X+1'
Ainsi
1 1 1 1 1
— dX =l X+1--I|X?>?-X+1]+= | ————dX.
/X3—|—1 g X+ 1 =5 * |+2/X2—X+1
I
La valeur de I est
4 dX 2 2 1
I= / = —arctan | —(X — =)
3 2 NE 3 [ 3 2
Hx -y +1 V8 V3

Par conséquent

1 1 1 2 1 2 1
/X3+1dX:31n|X+1|_6ln|X X+1|+farctan[f( 2)]

3.3 Exercices

Exercice 1. Décomposer les polynoémes suivants en produit de polynémes
irréductibles dans R[X] :

X444, X427, X3-1, X2+ X -2
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Exercice 2. Décomposer les polynoémes suivants en produit de polynémes
irréductibles dans C[X] :

X3—1, X*+X%+1.
Exercice 3.  Soit le polynéme
P(X)=X°+3X*4+3X3 4 X2

1) Vérifier que —1 et 0 sont deux racines de P(X) et donner leurs multiplicités.
2) Factoriser P(X) en produit de polynomes irréductibles sur C[X].

Exercice 4.  Décomposer en éléments simples sur R[X], les fractions ration-
nelles suivantes :

X Xt +1
F(X) = (X —1)B3(X —2) Fo(X) = (X +1)(X +2)
X3+ X+3 3X +2
F?’(X):m’ 1(X) = (X +1)2(X2+2X +5)

Exercice 5.  Décomposer en éléments simples sur C[X] les fractions ration-
nelles suivantes :

1
X3 -1’

B(X)= ——. (neN).

Fi(X) =
1(X) Xn—1



Chapitre 4

Espaces vectoriels et
applications linéaires

Dans ce chapitre, on désigne par K ’ensemble R ou ’ensemble C.

4.1 Espaces vectoriels

4.1.1 Définition

On appelle espace vectoriel sur K, un ensemble F muni d’une loi de com-
position interne notée (+), et d’une loi de composition externe notée (.) telles
que :

- Des propriétés pour la loi interne (+) : Va,y,z € E,

THY =Y+

ety +tz=a+(y+2);

2+ 0==x;

.z + (—x)=0.

- Des propriétés pour la loi externe (.) : Va,y € E,V\, p € K|

CA(zty) = A+ Ay;

(A p)a = Ao+ per

- (An).x = Ap.x);

D=2
Exemple 4.1.1

K=R ou C.Posons £ =K? =K x K.

Soit les deux lois définies sur F par

(xhyl) + (3327.@2) = (.1'1 + €2, Y1 + y2)7

)"(xlayl) = ()\.1,‘1, A'yl)u

avec \, x;,1y; € K.
Il est simple de vérifier que E = K? est un espace vectoriel sur K.

4.1.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 4.1.1. Soit E un espace vectoriel sur K et F' une partie de E. On
dit que I est un sous-espace vectoriel de E si et seulement st

(i) F£0;

(i) Ve,y e F:o+ye F;

(i1i)) Ve € FYA € K: A\x € F.

26
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Remarque 4.1.1
On peut rassembler les deux conditions (ii) et (iii) en une seule condition
qui est
Ve,y € FFVY\ peK: Az + py e F.

Exemple 4.1.2
F ={(z,0) : € K} est un sous-espace vectoriel de F = K2. En effet
(i) F#0 car (0,0) € F;
(ii) (x,0) et (y,0) € F; on a

(2,0) + (5,0) = (z +y,0) € F ;
(iii) (z,0) € F,A€K;on a

A(z,0) = (A\.z,0) € F.

Proposition 4.1.1. L’intersection d’une famille quelconque {F;}icr de sous-

espaces vectoriels d’un méme espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de
E.

Remarque 4.1.2
Cependant, leur réunion (J,c; F; n’est pas, en général, un sous-espace vec-
toriel de F.

4.1.3 Base d’un espace vectoriel

Définition 4.1.2. (Combinaison linéaire)
Soient E un espace vectoriel el x € E. On dil que x est une combinaison
linéaire d’une famille {x1,...,x,} d’éléments de E s’il existe \1,..., A, € K

tels que
n
r = Z Azl“z
i=1

Définition 4.1.3. (Famille libre)

Soit E un espace vectoriel sur K. On dit qu’une famille finie {x1,..., 2.}
d’éléments de E est libre (ou bien ses éléments sont linéairement indépendants)
st et seulement si

VA, .., €K M1+ ...+ xy,=0 = AN=...=),=0.

Définition 4.1.4. (Famille liée)
Une famille {z1,...,x,} est dite lice (ou bien ses éléments sont linéairement
dépendants) s’il existe des \; non tous nuls tels que la relation

M1+ ...+ Az, =0

soit vérifiée.

Exemple 4.1.3
E = K2 espace vectoriel sur K. La famille {(1,0), (0,1)} est libre.
En effet, considérons A1, Ao € K; on a

)\1(1,0) + )\2(0, 1) = (0,0) = ()\1,)\2) = (0,0) S A =X =0.
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Remarque 4.1.3
Toute famille finie contenant I’élément 0 est liée.

Définition 4.1.5. (Famille génératrice)
Une famille {x1, ..., z,} (avec z; € E) est dite génératrice de E si tout élément
x de E peut s’écrire comme combinaison linéaire des (%;)i=1,..n, i-e. il existe

Aly ..., A tels que
n
Tr = Z )\1.%1
i=1

Exemple 4.1.4
E = K2 est un espace vectoriel sur K. Soit (z,y) € E. 1l est clair que
(z,y) = 2.(1,0) +y.(0,1). Ainsi, {(1,0), (0,1)} est une famille génératrice de E.

Définition 4.1.6. (Base d’un espace vectoriel)
Une famille {x1,...,2x,} est une base de E si elle est a la fois libre et généra-
trice de E.

Remarque 4.1.4

Si {z1,...,%n} est une base alors tout élément = de E s’écrit d’une ma-
niére unique comme combinaison linéaire des (2;)i=1,. n, 1.€. il existe A\j,..., A\,
uniques tels que £ =Y ;" | \iz;.
Les éléments (A1,...,A,) s’appellent les coordonnées de z dans la base
{z1,..., 2.}

Définition 4.1.7. (Dimension)
On appelle dimension d’un espace vectoriel E, le cardinal (nombre d’éléments)
d’une base quelconque de E.

Exemple 4.1.5

E = K2 est un espace vectoriel sur K. La famille {(1,0),(0,1)} est une
base de F, qui s’appelle base canonique de E. Puisque son cardinal est 2, donc
dim F = 2.

Propriété 4.1.1. Dans un espace vectoriel & de dimension n, toute famille
libre de n vecteurs de E est une base de E.

4.1.4 Somme de sous-espaces vectoriels

Définition 4.1.8. Soient E un espace vectoriel sur K, et F' et G deuz sous-
espaces vectoriels de E. On définit la somme de F' et G par

F+G={z+y : € F,yeG}.

Cet ensemble F' + G est un sous-espace vectoriel de E ; c’est le plus petil sous-
espace vectoriel contenant F'|JG.

Définition 4.1.9. (Somme directe)
Dans le cas particulier ou F'(\G = {0}, on dit que F + G est la somme directe
de F' et G, et on utilise la notation F @ G. Dans cette situation, tout élément
z de FE@ G s’écrit de fagon unique comme somme de deux éléments de F et
G, i.e.

z=x+vy, avec x € F, yeq.
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Définition 4.1.10. (Sous-espaces supplémentaires)

Deuzx sous-espaces vectoriels F' et G d’un espace vectoriel E sont dits supplé-
mentaires si E = FPG.

Proposition 4.1.2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel E de dimension finie. Alors

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F [ ] G).

Remarque 4.1.5
Si F' et G sont supplémentaires, alors

dim(E) = dim(F) 4+ dim(G).

4.2 Applications linéaires

Définition 4.2.1. Soient E el F' deux espaces vectoriels sur K. Une applica-
tion f: E — F est dite linéaire si

(i) Ve,y e B flz+y) = f(2) + fy);
(ii)) Ve € E.NA € K: f(Az) = Af(z).

Remarque 4.2.1
Si on rassemble les deux conditions de la définition, on écrit

Vo,y € EVA p e K: f(Ar 4+ py) = Af(z) + pf(y).

Remarque 4.2.2
On adopte les appellations suivantes :
. Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme ;
. Si E = F, on dit que f est un endomorphisme;
. Si E = F et f est bijective, on dit que f est un automorphisme.

Propriété 4.2.1. (i) Si f : E — F est linéaire, alors f(0) = 0 et
f(Z?:1 )\sz) = Z?:l )\zf(a;z), avec \j e K,x; € E,n € N*;
(1) La composée de deuz applications linéaires est une application linéaire ;
(iii) Si f est un isomorphisme alors f=1 l’est aussi.

Remarque 4.2.3
On note L(E,F) l'ensemble des applications linéaires de E vers F. Cet
ensemble est muni de deux lois suivantes :
. une loi interne (+) : f,g € L(E,; F) : (f+9)(z) = f(x) + g(x);
. une loi externe (.) : f € L(E,F),A € K: (Af)(z) = A.f(z).
Il est facile de montrer que L£(F, F) est un espace vectoriel sur K.

Définition 4.2.2. (Noyau et image)
Soit f :+ E — F une application linéaire.
(1) On appelle noyau de f, et on note ker f, 'ensemble {x € E : f(x) =
0};
(i) On appelle image de f, et on note Im f, 'ensemble {f(x) : x € E}.

Proposition 4.2.1. Soit f : E — F une application linéaire. Alors
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(i) ker f et Im f sont deuzx sous-espaces vectoriels de E et F, respective-
ment ;

(11) Si dim(E) est finie, alors dim(E) = dim(ker f) + dim(Im f);

(i17) f est injective < ker f = {0};

(i) f est surjective < Im f=F.

Définition 4.2.3. (Rang)
Soit f : E — F une application linéaire. On appelle rang de f, la dimension

deIm f. On a
rg(f) = dim(Im f).

Remarque 4.2.4

Les conséquences suivantes sont évidentes :

. 7g(f) < min(dim(E), dim(F));

. 7g(f) =dim(E) < f est injective;

. rg(f) =dim(F) < f est surjective.
Matrice d’une application linéaire :
Soient E et F' deux espaces vectoriels finis, avec dim(F) = n et dim(F) = m.
Considérons B = {ej,...,e,} une base de E et B’ = {f1,..., fin} une base de
F.
Soit f: E — F une application linéaire. Pour j =1,...,n, f(e;) = Y1 Nij fi,
avec \j; € K.

La matrice M = (\j) s’appelle la matrice associée a f dans la

1=1,....,m
j=1....n
base B et B’. Elle a la forme
A1 A2 o A
A21 A2 ... Agy
M = . . .
)\ml )\m2 s )\mn

Une colonne j représente les coordonnées de f(e;) dans la base B'.
Soit © = x1e1 + ...+ Tpey, alors

f(x) :y@y:ijf(ej) :ij (Z)\ijfz) :
=1 i=1

j=1
Posons
I Y1
¥ T2 v Y2
Tn Ym

L’écriture matricielle de f(x) =y est MX =Y.

Exemple 4.2.1

R? — R3

(,y) — flz,y) = (z,3y,2+y)

B = {e1 = (1,0),e2 = (0,1)} et B = {fi = (1,0,0), fa = (0,1,0), f3 =
(0,0,1)} sont les deux bases canoniques de R? et R3, respectivement. On a

f:

fle1) = (1,0,1) = fi+ f3, f(e2) =(0,3,1) =3f2 + f3.
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10
La matrice de f dans les deux bases B et B’ est 0 3
11

()

Soit (z,y) € R*; on a f(z,y) =

=
—= w O

4.3 Exercices

Exercice 1. Soit ’ensemble
E={(z,y,2,t) eR? : 2 —y=0, 24+2+t=0}

1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R* .
2) Prouver que {(1,1,0,—1), (0,0,1,—1)} est une famille génératrice de E.

Exercice 2.  Lafamille {u = (1,1, —4),v = (3,—1,—4),w = (1,2,6) } est-elle
libre et génératrice de R3 ?

Exercice 3. Soit f I'application de R? dans R? définie par
flx,y, 2)=(ax+y, y+az), acR.

Montrer que f est linéaire et déterminer son noyau. f est-elle injective ?

Exercice 4.  Soit f I'application linéaire de R? dans R? représentée dans les
bases canoniques par la matrice

-1 1 2
A‘( 324)'

Donner 'image d’un vecteur quelconque X de R? par f.

Exercice 5. Montrer que les applications suivantes sont linéaires, détermi-
ner leurs noyaux et leurs images, et déterminer leurs matrices dans les bases
canoniques des espaces vectoriels concernés :

(i) f :R? — R? définie par f(x,y) = (22 — 3y, +v);

(i) g : R? — R3, deéfinie par f(z,y) = 2z —y,z+ v,z —y);

(iii) h :R3 — R?, deéfinie par f(z,y,2) = (v +y,y — 2).



Chapitre 5

Eléments de la théorie des
ensembles

5.1 Opérations sur les ensembles

On appelle ensemble une collection d’objets ou d’éléments. Un élément x
appartient & un ensemble E s’écrit symboliquement x € E'; la négation s’écrit

5.1.1 Parties d’un ensemble

E étant un ensemble. Un ensemble A est dit une partie de £ ou un sous-
ensemble de E si tous ses éléments appartiennent & F ; on écrit A C F.
L’ensemble des parties de E est noté P(E). Les deux ensembles () et E sont
deux éléments de P(E).

Propriété 5.1.1. Si Card(E) =n alors Card[P(E)] = 2™.

Soient A et B deux parties d’un ensemble E. On définit les parties suivantes
de E :

— Complémentaire : On appelle complémentaire de A dans F, ’ensemble
des éléments de E qui n’appartiennent pas & A ; on le note A ou C’é ;

— Différence : On appelle différence de A et B, notée A/B, I'ensemble des
éléments de A qui n’appartiennent pas & B ;

— Réunion : On appelle réunion de A et B l'ensemble, noté AlJ B, des
éléments appartenant a A ou B';

— Intersection : On appelle intersection de A et B ’ensemble, noté A B,
des éléments appartenant & la fois & A et & B;

— Différence symétrique : On appelle différence symétrique de A et B ’en-
semble, notée AAB, des éléments de F qui appartiennent soit a A soit &
B, sans appartenir simultanément a A et & B. Il est facile de voir que

AAB = (A/B)U(B/A) = (AU B)/(AN B).

Les opérations de réunion et d’intersection ont les propriétés suivantes :

— Commutativité : A(NB=B[1Aet AUB=BA4;

— Associativite : (ANB)C = ANBNC) e (AUBUC =
AUBUO);

— Distributivitée : AN(BUC) = (ANB)UANC) et AUBNC) =
(AUB)N(AUC):;

~ Loi de Morgan! : ANB=AJBet AlUB=ANB.

! Auguste De Morgan (1806-1871) est un mathématicien anglais.
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5.1.2 Produit cartésien

Soient E et F' deux ensembles. Le produit cartésien de E et F', dans cet
ordre, noté E x F, est I'ensemble des couples (x,y) tels que z € E et y € F.
Symboliquement

ExF={(z,y): €k, yeF}.
On peut généraliser cette construction & un nombre fini d’ensembles selon le
schéma suivant : étant donné n ensembles F1, Es, ..., FEy ; leur produit cartésien
est I’ensemble défini par

E1><E2X...xEn:{(:cl,xg,...,a:n): x; € B, izl,...,n}.
On note E x E = E?, et plus généralement E x E x ... x E = E",

Propriété 5.1.2. Card(Ey X Fy x ... x E,) = Card(Ey) x Card(E3) X ... X
Card(Ey).

5.2 Application

Etant donné deux ensembles E et F', une application f de E vers F' est une
correspondance qui associe & chaque élément x de E un élément y de F. On
note

f: E—=F
y s’appelle 'image de x par f et z s’appelle 'antécédent de y par f.
— Image d’une partie : Soient f : F — F une application et A C F. L’image
de A par f est la partie de F notée f(A) qui est formée des images de
tous les éléments de A. Symboliquement

f(A) ={f(x): z € A}.

— Image réciproque d’une partie : Soient f : E — F une application et
B C F. L’image réciproque de B par f est la partie de E notée f~1(B)
qui est formée des antécédents de tous les éléments de B. Symboliquement

fHB)={f"():z € B}.

— Injectivité : Une application f: E — F est dite injective si deux éléments
distincts de E ont deux images distinctes, ou encore si chaque élément de
F a au plus un antécédent dans E. Symboliquement

v,/ €E rax#a’ = f(z) # f(a'),
ou encore, par contraposée,
v’ € E :f(x)=f(2)=>z=2"

— Surjectivité : Une application f : F — F est dite surjective si chaque
élément de F' a au moins un antécédent dans E. Symboliquement

Vye F,3z € E:y= f(x).

— Bijectivité : Une application f : E — F' est dite bijective si chaque élément
de F' a exactement un seul antécédent dans F, ce qui revient & dire que f
est injective et surjective.

Vye F,3x € E:y= f(x).

Dans ce cas, on peut définir application réciproque, notée f~1 de F vers
FE telle que
y=f(x)exz=fYy), v€EyecF
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5.3 Relation dans un ensemble

Soient E et F' deux ensembles. Une relation R entre les éléments de E et F
est une partie G de E x F. On dit que x est en relation avec y et on note xRy
si et seulement si (z,y) € G.

Dans le cas ot £ = F', on dit que R est une relation binaire dans F.

Définition 5.3.1. On dil qu’une relation binaire R est une relation d’équiva-
lence si elle vérifie les trois propriétés suivantes :

— Réflexivité : Ve € E : xRx ;

- Symétrie : Vx,y € E : st xRy alors yRx ;

— Transitivité : Vx,y,z € F : si Ry et yRz alors tRz.

Exemple 5.3.1
— L’¢égalité sur un ensemble quelconque de nombres (entiers, rationnels, réels,
complexes) est une relation d’équivalence.
— Le parallélisme sur un ensemble de droites dans un plan est une relation
d’équivalence.

Définition 5.3.2. Soit a € E. On appelle classe d’équivalence de a par une
relation d’équivalence R, le sous-ensemble de E défini par {x € E : xRa}.

On appelle ensemble quotient de E par R ’'ensemble des classes d’équivalences ;
on le note E/R.

Définition 5.3.3. On appelle relation de préordre sur un ensemble E une rela-
tion binaire sur E qui est & la fois réflexive et transitive.

Définition 5.3.4. Une relation binaire R sur E est dite relation d’ordre sur E
si elle est & la fois réflexive et antisymétrique, i.e. pour tout x,y € E : si xRy
et yRx alors x = y.

Elle est dite d’ordre total si deux éléments quelconques x et y de E sont com-
parables par cette relation, i.e. si on a Ry ou yRx. Dans le cas contraire, elle
est dite partielle.

Exemple 5.3.2
— La relation < est une relation d’ordre sur I’ensemble des entiers, sur I'en-
semble des rationnels et sur ’ensemble des réels.
— La relation < n’est pas une relation d’ordre car elle n’est pas réflexive.
Exemple 5.3.3
— L’ensemble R muni de la relation d’ordre < est totalement ordonné.
— L’ensemble des entiers naturels muni de la relation de divisibilité est par-
tiellement ordonné.

5.4 Exercices

Exercice 1.  Soient les deux applications suivantes : f : N — N définie par
f(n) =2n, et g : N — N deéfinie par g(n) = E(5), ou E(z) désigne la partie
entiére de z.

Les fonctions f et g sont-elles injectives 7 surjectives ?

Exercice 2.  Soit R la relation définie sur R par :
tRy e —yP=x—y.

1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
2) Déterminer la classe d’équivalence de x, pour tout réel x.
3) Déterminer ’ensemble quotient.



Correction des exercices
d’Algébre

Le présent chapitre présente les solutions des exercices proposés dans les divers
chapitres de la partie Algébre du livre.

Correction des exercices du Chapitre 1

Solution 1.  Les formats des deux matrices sont (3,2) et (2,4). Le produit est égal
a

-3 16 =3 11

23 13 -10 0

26 -3 -7 -—-11
Solution 2.

det(A)Q‘ 2 _1‘ -0

-1 2 (1)’—1 2‘4'

(Développement par rapport a la 1-ére colonne)

1 3 2 1
ATl = 224
1 2 3
2 =2
_ -1 _1
det(B)—Q,doncBl—2(_2 3)
Solution 3. Montrons le résultat par récurrence :

— Pour n =1, le résultat est vrai;
— Supposons que le résultat est vrai pour n, i.e.

n_ (1 2%\
ve(ol):

— Montrons que le résultat est vrai pour n+ 1, i.e.

1 2n+1
n+1l __
4 (01 )

1 2n 1 2 1 2ontt
n+l _ An _ _
wreaa-(o 1)) -G 1)

Solution 4. On a

00 1 00 1 010
A*=AA=|1 0 3 103 ]=(031
010 010 10 3

10 3

A=A A= 319

0 3 1

Observons que A% =T+ 34, donca=0,b= -3 et c= —1.
On a A®> —3A =1, ou encore A(A? —3I) = I. Ainsi, A est inversible et

-3 1 0
ATl =42 -3 = 0 0 1
1 0 0
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Correction des exercices du Chapitre 2

Solution 5. "Méthode d’élimination de Gauss"

2%1 — o — Tr3 = 4 (El)
3(E1 + 41’2 - 2.’E3 = 11 (EQ)
4y — 3xy — 6xzz3 = 3 (Es3)
21‘1 — To — r3 = 4 (El)
= %J)Q — %JU3 = 5 (E2 — By — %El)
- o — 4503 = =5 (Eg — E3 - 2E1)
21 — Ty — T3 = 4 1 =3
= Lzle — 11‘3 = 5 == To =
B, _ 1
1173 11 3
L’unique solution est (3,1,1).
"Méthode des déterminants "
2 -1 -1
det(A)=|3 4 -2 | =-45
4 -3 -6
4 -1 -1 2 4 -1 2 -1 4
11 4 =2 3 11 =2 3 4 11
| 3 -3 -6 3 |4 3 -6 _ 14 -3 3 _
v det(A) B P 7 B P 37} R
Solution 6.  La matrice A associée a (S) a le format (3,5) et s’écrit comme suit :
1 -1 1 1 -1
A= 2 -1 2 2 -1
1 1 3 -1 2
11 est clair que rg(A4) < min(3,5) = 3. On a
1 -1 1
A=|2 —1 2|=1] & 2| o L Il 4|1 =2+#0.
1 1 3 1 3 1 3 -1 2

Donc rg(A) = 3.

A est le déterminant principal. x1, 2 et
sont les paramétres.

Le systéme (S) s’écrit

x3 sont les inconnus principaux, et x4 et x5

r1 — T2 + x3 = — x4y + s (E1)
(8):q 221 — @2 + 223 = — 234 + 5 (E2)
1 + wxy + 33 = Ty — 25 (E3)

On va déterminer x1, T2 et x3 en fonction de x4 et x5 par la méthode d’élimination de
Gauss.

Ty — X2 + T3 = —T4+Ts (E1)
(S) =4 ) = —5 (EQ — By — 2E1)
209 + 2x3 = 2x4—3x5 (Eg — E3 — E)
r — T2 + X3 = —X4+Ts (E1)
& T2 = —T5 (E2)
2.’133 = 2.134 — T5 (Eg — E3 — 2E2)
T = —2x4+ %175
a4 T2 = —Z5
T3 = Ty — %CE5
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L’ensemble des solutions est

1 1
{(—21‘4 + 5375, —T5, T4 — 51‘5,1’4,?[]5) D Ty4,T5 € R}

Solution 7. Le systéme est équivalent &

3xr1 + 4xs + x3 + 2134

= 3 (Ev)
Ty =1 (E2 — E2 — 2E1)
0 = a, (Eg — E3 — 3E1)

— Si a # 0, alors le systéme n’a pas de solution.

— Si a =0, le systéme s’écrit

{3x1+4$2—|—m3:1

.’I}4:1

Les solutions de ce systéme sont de la forme

{(]}1,1‘2, 1—3x1 — 4$2, 1) 1 T1,T2 € R}

Solution 8. Le systéme est équivalent &
ry — ® + 23 — w4 = 3 (E1)
) - 21’4 = 0 (E2 — EQ + El)
3£C2 — 6CE5 + 3£C4 = —6 (E5 — E3 — 2E1)
21’2 — 45133 + Ty = -3 (E4 — E4 — 3E1)
xrT - To + 2x3 — Ty = 3 (El)
PN i) — 2334 = O (EQ)
o — 23 + x4 = -2 (Es — $E3)
2172 - 4563 + T4 == -3 (E4)
TG — T2 + 23 — Ty = 3 (El)
PN Z9 — 2334 = 0 (Eg)
2173 + 3584 = =2 (E3 — E3 — 2)
— dx3 + bdxry = -3 (E4 — E4 — 2E2)
Ty — Ty + 2x3 — €Ty = 3 (El)
o X2 2$4 = 0 (E2)
— 225 + 3z4 = -2 (E3)
— Ty = 1 (E4 — E4 — 2E3)
xr, = 1
e 2= _12
T3 = -3
T4 = -1

Correction des exercices

Solution 9.

du Chapitre 3

« XP 44 = (X2 42X +2)(X? - 2X +2); les deux polynémes sont irréductibles
sur R[X], car leurs discriminants sont inférieurs strictement a 0.

X0 427 = (X?4+3)(X*—3X2+9) = (X2 +3)[(X?+3)* — 9X?]
= (X2 +3)(X?+3X +3)(X? - 3X +3).

X1l = (X - D(X2HX+)

(X — 1 est irréductible, car son degré est égal 4 1 et X2 + X + 1 est irréductible
sur R[X], car son discriminant A est inférieur strictement a 0).

X2 X 2= (X+2)(X 1)
Solution 10.

. (Les deux racines sont —2 et 1)

. Sur C[X], les seuls polynomes irréductibles sont les polynémes de degré 1. On a

X3 1=(X-1)(X?*+X+1).
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Il reste & factoriser X2 + X + 1. On a A = —3 = (+/3i)?, donc les racines
complexes sont _1_2\/§i et _“5‘/573. Ainsi

X3—1:(X—1)<X—_1_2\/§i> <X—W>.

2

X' X241 = (X241 - X?=(X*+X+1D)(X? =X +1)

(X_l\/?jz') <X_1+\/§i>
2 2
><<X—1_ 32') (X_1+\/§i>.
2 2

Solution 11.  On a P(—1) =0, P(0) = 0. Les dérivées successives de P sont
P/(X) = 5X* +12X3 + 9X? + 2X, P"(X) = 20X3 4+ 36X2% + 18X + 2, PO)(X) =
60X2 + 72X + 18.
On a P(—1) = P'(—1) = P"(—=1) = 0 et P®)(=1) = 6 # 0, donc la multiplicité de —1
est 3.
On a P(0) = P'(0) =0 et P"(0) = 2 # 0, donc la multiplicacité de 0 est 2.
Le polynéme P(X) est divisible par (X + 1)® X?. En fait, il y a une égalité : P(X) =
(X +1)% X2
Solution 12.

. La partie entiére de F; est 0. La décomposition s’écrit

a b c d

Xty T xoy Tx—2

Fi(X) =

On remplace X par 2 dans (X — 2).F;(X) pour avoir d = 2. On remplace X par
1 dans (X — 1)3.F;(X) pour avoir a = —1.

On calcule limx ., 4 oo X.F1(X) pour avoir ¢+ d = 0, donc ¢ = —2.
On calcule Fi(0) = —a+b—c— %, donc b= —2.

La décomposition est

-1 —2 -2 2
- - -

Fl(X):(X—l)?’ X—-12 X-1) X-2

. Pour Fy, la partie entiére n’est pas nulle car deg (X%+1) > deg ((X +1)(X +2)).
La division euclidienne donne

—15X — 13

Fg(X):X2—3X+7+m.

la partie entiére de Fy est X2 — 3X + 7. Il reste & décomposer la fraction
—15X—13 s oA
X+D)(X+2) qui s’écrit

a . b
X+1 X+2
On trouve a = 2 et b= —17. Ainsi
2 17
Fp(X)=X?-3X -
2(X) 3 +7+X—|—1 X102
. La décomposition de F3 est
aX +b cX +d

F3(X)

TXZHX+1 ) (X2 X417
On alimx_, 400 X.F5(X)=1=a, donc a=1.

Or
F(0) = 3=bid
R
Fy(-1) = 1=-a+b—c+d
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Par conséquent

b+d = 3
3(a+b)+c+d = 5
—a+b—c+d = 1
a =1
On trouve b= —1,c=1et d =4.
La décomposition est
X-1 X +4

Fy(X) = .
3(X) XA X+l (XX 11

. La décomposition de F} s’écrit

a b cX +d

Fy(X) = .
1(X) X+12 X+l XZ12X+5

On remplace X par —1 dans (X + 1)2.F4(X) pour avoir a = —1/4. Aussi, on
trouve que b = 3/4.
On alimx_, oo X.F4(X) =0=10b+ ¢, donc ¢ = —b, qui donne ¢ = —3/4.
On a F4(0) = % =a+b+ g, donc d = —1/2.
La décomposition de F} est
_1 3

4

F(X)=—121 4 + X3
ST X2 T X1 X242X 45

Solution 13.
X3 1=X-DX?’+X+1)=(X-1)X-j)(X-7),
ol j est le conjugué de j. La décomposition de Fy s’écrit

a n b . c
X-1 X—-j X-j

Fi(X) =

On trouve a = 1/3,b=j/3 et c = j/3.
Remarquons que, sur R, la décomposition de F prend la forme

1 2
i v
1 X24+X+1

| Wl

Fl(X)ZX

. Le dénominateur X™ — 1 admet n racines distinctes, ce sont les racines n-émes
2ikm

del:zx=en ,k=0,1,...,n—1.
La décomposition de F; est

n—1 a
k
K(X) =
2( ) =0 X —z
On trouve a, = 25, pour k =0,1,...,n — 1.
On conclut que
1 n—1 ezuw
FZ(X) = ﬁ 2ikx
o X —€n

Correction des exercices du Chapitre 4
Solution 14.

1) E # 0 car (0,0,0,0) € E. Soient (z,y,z,t) et (',y',2/,¢') € E,\,up € R;
on a

Ma,y, 2,t) + p(a’,y', 2 1) = Ao 4 pa’, Ay + py', Az + p2', X+ pt).

Pour qu’il appartient a FE, il faut vérifier les deux conditions suivantes :
Premiére condition : (A\x 4+ pz’) — Ay + py’) =0,1.e AMax —y) +ula’ —y') =0; cela
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estvraicarzx —y=0et 2’ —y =0.

Deuxiéme condition : (Ax + pz’) + Az + wp2’) + (M + wt') = 0, ie
Me+z+t)+p@’ +2/+t)=0;celaest viaicar e +z+t=0et ' + 2+t =0.
On conclut que E est un sous-espace vectoriel de R*

2) Soit (z,y,2,t) € E; on a

(z,y,2,t) = (z,z,2,—x) = 2(1,1,0,—1) + 2(0,0,1, —1).
Solution 15. Soient A1, Az, A3 € R. Montrons que si Adjuq + Asus + Azus = 0, alors

Al =Xy =XA3=0.
On a )\1U1 + )\2U2 + )\3U3 =0

A1+ 3X + A3 = 0
& A — A+ 2X3 = 0
—4X\1 — 44Xy 4+ 6X3 = 0.

La résolution de ce systéme donne A\; = Ay = A3 = 0. Le systéme est alors libre.

Pour montrer que la famille est génératrice, considérons z,y,z € R et montrons qu’il
existe a,b,c € R tels que (x,y,2) = auj + bus + cuz. Cette derniére écriture est équi-
valente 4

a + 3b + ¢ = z
a — b 4+ 2 =y
—4a — 4b + 6¢c = =z

On trouve a = 5 (—2z + 22y — 7z), b = (14 — 10y + 2) et ¢ = 5(2z + 2y + 2) (des
écritures en fonction de z, y et z). On conclut que la famille est génératrice.

Solution 16. L’application f est linéaire car
fM@,y,2) + p(@,y', 2] = M (2,9, 2) + pf (@', 7).

On aker f = {(z,y,2) : f(z,y,2) =0}, ie.ax+y=0et y+az=0.
- Sia#0:y=—azxet z= =Y =z (en fonction de x).
ker f = {(z,—azx,z) : x € R} est un sous-espace vectoriel engendré par
(1,—a, 1), donc sa dimension est 1.
- Sia=0:%kerf={(x,0,2) : x,z € R} est engendré par (1,0,0) et (0,0,1),
donc il est de dimension 2.
Dans les deux cas f n’est pas injective.

x
Solution 17. Soit X = | y | € R?; son image est
z
x x
B B (-1 1 2 _f —r+y+2z
J(X) = MX = M. Y ( 3 2 4)' Y (3x+2y+4z>‘

Solution 18.
(i) L’application f est linéaire car

FINz,y) + (e’ y")] = Mf(x,y) + pf (2 y).

On aker f = {(z,y) : f(z,y) =0}, ie. 22 —3y =0et x +y = 0, qui donnent
x=0et y=0.Donc ker f = {(0,0)}, qui implique que f est injective.

On a dim(ker f) = 0, et puisque dim(ker f) + dim(Im f) = dim(R?) = 2, alors
dim(Im f) = 2. Ainsi Im f = R2, et f est surjective.

La base canonique de R? est B = (e, ez), avec e; = (1,0) et ez = (0,1). On a

fler) = (2,1) = 2e; + e, fle2) = (=3,1) = —3e1 + ea.

La matrice de f dans la base B est ( % _i) ) ;
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(ii) L’application g est linéaire car
9z, y) + @’ )] = Ag(x,y) + ng(a’,y)).

On akerg={(z,y) : g(z,y) =0} ie. 20 —y=0,z+y=0et x—y =0, qui
donnent = 0 et y = 0. Donc, ker g = {(0,0)}, qui implique que g est injective.
Im g est le plan vectoriel d’équation 2X —Y —3Z = 0 ayant pour base les vecteurs
(1,2,0) et (0,—3,1). Ainsi dim(Im g) = 2, et g n’est pas surjective.

La base canonique de R? est B = (e1,ez), avec e; = (1,0) et ea = (0,1). La
base canonique de R3 est B’ = (fi, fo, f3), avec f1 = (1,0,0), fo = (0,1,0) et
f3=(0,0,1). On a

g(el) = (27171) = 2f1 +f2 +f37 9(62) = (_1717—1) = _.fl +f2 - f3'

2 -1
La matrice de g dans les bases B et B’ est | 1 1 ;
1 -1

(iii) L’application h est linéaire car
WXz, y,2) + @',y 2)] = Ah(@,y, 2) + ph(z’,y', 7).

On akerh = {(z,y,2) : h(z,y,2) =0}, ie. c+y=0et x —y=0. Donc, kerh
est la droite vectorielle de support le vecteur (—1,1,1), qui implique que h n’est
pas injective.

On a dim(ker h) = 1, et puisque dim(ker h) + dim(Im h) = dim(R?) = 3, alors
dim(Im h) = 2. Ainsi, h est surjective.

La base canonique de R? est B = (eq,es,e3), avec e; = (1,0,0), es = (0,1,0)
et e3 = (0,0,1). La base canonique de R? est B’ = (f1, f2), avec f1 = (1,0) et
f2=1(0,1). On a

h(e1) = (1,0) = f1, h(e2) = (1,1) = fi + f2, h(ez) =(0,-1) = —fs.

La matrice de h dans les bases B et B’ est ( (1) i _(1) > .

Correction des exercices du Chapitre 5

Solution 19. Il est bien clair que f et g sont deux applications, car elles font
correspondre a chaque entier n les deux images 2n et E(5), respectivement.
— Soient n,n’ € N tels que f(n) = f(n'). Alors 2n = 2n/, donc n = n’. On conclut
que f est injective.
L’entier naturel 3 n’est pas le double d’un entier naturel : il n’existe aucun entier
naturel n vérifiant f(n) = 2n = 3. Donc f n’est pas surjective.
— Tout entier naturel n est la partie entiére de la moitié de I’entier naturel 2n.
Donc g est surjective.
La partie entiére de la moitié de 2 et de 3 est la méme, g(2) = ¢(3), avec 2 # 3.
Ainsi g n’est pas injective.

Solution 20. 1) La relation R est bien une relation d’équivalence, en effet :
— Réflexivité : Soit 2 € R; on a 22 — 22 = 0 = = — z, donc zRz. La relation est
réflexive.

— Symétrie : Soient z,y € R tels que xRy ; on a

2

Y-t =—@ -y ) =—@-y) =y—=

Donc xRy = yRx. La relation est symétrique.
— Transitivité. Soient z,y, z € R tels que zRy et yRz; on a

== ) (P - =y Yy —2) = -2

Donc xRy et yRz = xzRz. La relation est transitive.
2) Soit z € R, la classe d’équivalence = modulo R est I’ensemble des nombres réels
y vérifiant la relation 2 — 3?2 = r —y, ie. (z —y)(x +y) = (¢ — y), ou encore
(x —y)(x+y—1) =0. Cette équation (en y) posséde deux solutions z et 1 — x.



42

5. Eléments de la théorie des ensembles

La classe d’équivalence de x est ’ensemble {z,1 — z}, qui se réduit & un seul élément
lorsque x = 1.

3) L’ensemble quotient est un ensemble de représentants des classes d’équivalence.
Comme les classes d’équivalences sont formées, en général, de deux nombres réels sy-
meétriques par rapport a %, on peut prendre pour ensemble quotient 'intervalle fermé
[%, +oo[. L’intervalle doit étre fermé pour inclure le seul représentant de la classe d’équi-
valence de %

L’ensemble quotient de R modulo R est 'intervalle fermé [%7 +ool.
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Chapitre 6

Formule de Taylor et
développement limité

6.1 Formule de Taylor

Soit f une fonction dérivable en un point zy. On sait que

i 1) = f(wo)

T—xTQ T — X

= f'(o).
Il existe alors une fonction e(x) telle que

f(x) = f(zo) + (x — 20) f'(x0) + (x — xo)e(x),

au voisinage de zo (i.e. x ~ x¢), avec lim,_,,, £(z) = 0.
Ainsi f peut étre approximée, au voisinage de ¢, par le polynoéme de degré 1 (en x)

z = f(w0) + (x — m0) f'(x0).

La formule de Taylor' généralise ce résultat, en montrant qu’une fonction f, n-fois
dérivable, peut étre approximée par un polynéme de degré n au voisinage de zg. Plus
précisément, cette approximation est

@f’(ﬂco) + %Jw(mo) + ...+ Wf(n) (o)

+R,(x),

f@) = flzo)+

avec lim, ., R,(z) = 0.

6.1.1 Formule de Taylor avec différents restes

Le théoréme suivant donne la formule de Taylor avec deux restes : le reste de
Lagrange? et celui de Cauchy?.

Théoréme 6.1.1. (Formule de Taylor avec deux restes)
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C™ telle que f™) est dérivable sur a,b|.
Considérons xo € [a,b], alors, pour tout élément x au voisinage de xo, on a

2
T r—x0)? ,,
F) = o)+ B prag) ¢ C I g
T —xo)"
o 0 )+ o),
ol _
(i) R,(z) = %f("ﬂ)(c), avec ¢ un réel compris entre xo et x (c’est le

reste de Lagrange) ;

! Brook Taylor (1685-1731) est un scientifique anglais.
2Joseph Lagrange (1736-1813) est un mathématicien et physicien francais.
3 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) est un mathématicien francais.

44
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(#1) ou bien, R,(x) = M(l — 0)". f D[z 4+ O(x — 20)], avec O un réel

n!
compris entre 0 et 1 (c’est le reste de Cauchy).

Cas particulier : Lorsque zg = 0, la formule de Taylor avec reste de Lagrange
s’écrit

EEEVTARRICL

2 n
J(@) = F0) + 77/0)+ Zrf(0) + oo 7 (0) +

avec ¢ un réel compris entre 0 et x; cette écriture s’appelle formule de Maclaurin®.
Rappel de la notation de Landau® :

Soient f,g: I — R deux fonctions et 2y € R. Supposons que g # 0 sur I|{xq}.

La notation f(x) = o[g(z)], au voisinage de ¢, signifie que lim,_,,, g(i) =0.

Maintenant, nous présentons une autre forme de la formule de Taylor, mais avec
des hypothéses en moins.

Théoréme 6.1.2. Soient f : [a,b] — R une fonction numérique et xo € [a,b] tels
que ) (z0) existe, alors, Va au voisinage de xq, on a

(x — x0)
1!

(x — x0)™
n!

f(@) = flzo) + Fl(wo) + ...+ £ (o) + o[ (z — 20)"].

La forme s’appelle Formule de Taylor avec reste de Young®.

Remarques 6.1.1
— Ici le reste est R, (z) = o[(x — x0)"], au voisinage de x¢ ; cela signfie que

lim Bn(2)

z—zo (. — )"

=0.

Ainsi, il existe une fonction (z) telle que R, (z) = (x — z)"e(x), au voisinage
de xg, et lim,_,,, e(z) = 0.

Par suite la formule de Taylor-Young a une autre écriture qui est

(x — 2p)"

f(xo) +... + Tf(")(l”o) + (z — 20)"e(x).

(x — xp)
1!

— La formule de Maclaurin-Young est

f(@) = flxo) +

F@) = F0)+ 5 70) + 570 + oo+ Z f(0) + ofa”),

ou bien Pautre écriture, on remplagant o(z™) par z" (z).
La formule de Maclaurin-Young est trés utile par la suite, en particulier pour la
construction des développements limités (Voir la section suivante).

6.1.2 TIllustrations de la formule de Maclaurin

Dans cette partie, nous allons appliquer la formule de Maclaurin & certaines fonc-
tions.

1. Considérons la fonction définie par f(z) = sinz. Nous rappelons que sin® (z) =
sin (z + k%), donc

. LT 0 si k pair
31n(k)(0):51n(k2):{ 1 sk ipmpair.

La formule de Maclaurin s’écrit

333 335 I7 x?n—&-l

simx=2— —+——-——=+...+ (=)™

2n-+1
TR I j+ol@™™),

(2n+1)

avec ordre 2n + 1.

4Colin Maclaurin (1698-1746) est un mathématicien écossais.
*Edmund Landau (1877-1938) est un mathématicien allemand.
SWilliam Henry Young (1863-1942) est un mathématicien anglais.



46 6. Formule de Taylor et développement limité

2. Considérons la fonction définie par f(x) = cosz. Nous rappelons que cos®) (z) =
cos (x + k%), donc

+1 si k pair

T
COS(k)(O):COS(kQ):{ 0 si k impair.

La formule de Maclaurin s’écrit

372 1'4 .1'6 xZn

cose=1-Srt gt T U g

2 T ar T el +o(@*"),

avec 'ordre 2n.

3. Considérons la fonction définie par f(z) = 1-%@ On peut montrer par récurrence
que f®)(z) = (=1)F k! (1 +2)~'* donc
F®0) = (=1)F kL.
La formule de Maclaurin s’écrit
ﬁ Cl—eta® =P 4 (—1)" 2+ o(a™),
avec l'ordre n.

4. Considérons la fonction définie par f(z) = (14+2)%, = €] — 1,40, a € R.
On peut montrer par récurrence que f®(z) = (a)(a — (e —2)... (o — k +
1)(1+ )", pour k > 1. Donc

B0 =(@)(a—1)(a—2)...(a—k+1), si k>1

et f(0) =1.
La formule de Maclaurin s’écrit
a T x? z"
(14+2)" = l—O—ﬁa—Fga(a—1)+...+Fa(a—l)...(a—n—}—l)—ko(m”),

avec l'ordre n.

Remarquons que (3) est un cas particulier de (4); il suffit de prendre o = —1.
5. Considérons la fonction définie par f(z) = +/1+ x. C’est un cas particulier de

(4); on prend a« =1/2 .

La formule de Maclaurin s’écrit

x x2 1x3
V1 = 1+=— 34,
e o T oxa T axwaxet T

1 1x3x5...x(2n—3)
_1n1
+=1) 2x4x6...x(2n)

z" +o(z"),

avec ordre n.

6. Considérons la fonction définie par f(z) = \/11? C’est un cas particulier de (4) ;

on prend o = —1/2 .
La formule de Maclaurin s’écrit

1 1 :c+1><32 I1x3x5 4
= 1-—- x° — x
1+z 2 2x4 2x4x6
a1 XxX3x5...x(2n—-1)

2x4x6...%x(2n)

+(=1)

2" + o(z"),

avec 'ordre n.

6.2 Développement limité

6.2.1 Développement limité d’ordre n au voisinage de 0

Définition 6.2.1. Soit f une fonction définie sur un voisinage I de 0, sauf peut
étre en 0. On dit que [ admet un développement limité (D.L.) d’ordre n en 0 si et
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seulement si il existe un polynome P(x) = ag + a1.x + ... + an.x” tel que
Vo € I|{0} : f(z) = P(x) + o(z").

P(z) s’appelle la partie réguliere du développement et o(x™) le reste d’ordre n.

Remarque 6.2.1
Le reste o(z™) peut s’écrire ™ (z), avec lim,_, 4, (z) = 0.

Théoréme 6.2.1. (i) Si une fonction admet un D.L. d’ordre n en 0, alors il est

unique.
(#3) Si une fonction paire (resp. impaire) admet un D.L. d’ordre n en 0, alors sa

partie réguliére est un polyndme pair (resp. impair).

La formule de Maclaurin constitue une méthode de construction des D.L. pour une

large classe de fonctions.

Proposition 6.2.1. Si f(")(0) existe, alors f admet le D.L. suivant d’ordre n en 0 :

xn

x LE2
F@) = FO) + T )+ TF(0) + ..+ T (0) + ofa”)

6.2.2 Deéveloppements limités usuels

La formule de Maclaurin permet de construire les D.L. en 0 suivants :

(i)

' O . p2nt1 _—
smx:x—a—i—ﬁ—ﬁ—&—...—l—(—l) m—i—o(x ), ordre 2n+1;
(i)
22 gt g o
cosz =1 §+E EJr +(-1) (2n)!+o(z ), ordre 2n ;
(ii)
o T x? " "
(1+2) :1—|—Fa—&-ia(a—l)—l—...—l—ma(a—l)...(a—n—kl)—&—o(m);
(ordre n, a € R)
(iv)
T x? 1x3
V1 = 14— 8
e T T T axaxet T
1 Ix3x5...x(2n—-3)
_1n 1 n n .
+-=1) 2Xx4x6...%x(2n) 2" +o(a"), ordre n;
(v)
1 r 1x3 1x3x5
= 1—-= 2 _ 3
T+ 2 axd” T 2x4ax6"
1x3x5...x12n—-1) , ,
_1 n n n .
) S a6 @y @ o), ordie n
(vi)
1 ,
— =l-a+2* -2+ ...+ (=1)"2" +o(z"), ordre n;
1+=z
(vii)
1
17:1+x+m2+173+...+x”+0(x"), ordre n ;
—x
(On a remplacé x par —x dans le D.L. précédent)
(vii)

2 3 n
Py T T T oa®
e _1+1!+2!+3!+...—|—n!+0($ ), ordre n.
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6.2.3 Opérations sur les développements limités

Théoréme 6.2.2. Soient f et g deux fonctions admettant deux D.L. au méme ordre
n aw point 0. Alors les fonctions f+g, f.g et f/g admettent des D.L. d’ordre n en 0.
(On ezige au cas 5 la condition lim, o g(z) # 0).

De plus

— La partie réguliére du D.L. de f + g est la somme des parties réguliéres des
D.L. de f etg.

— La partie réguliére du D.L. de f.g s’obtient en ne gardant, dans le produit
des parties réguliéres des D.L. de f et g, que les termes ayant des puissances
inférieures ou égales a n.

— La partie réguliére du D.L. de 5 est le quotient & l'ordre n dans la division
euclidienne selon les puissances croissantes de la partie réguliére du D.L. de f
par la partie réguliere du D.L. de g.

Symboliquement : Si f(z) = P(z) + o(z™) et g(z) = Q(z) + o(z™), alors

f(@) + g(x) = P(x) + Q(z) + o("),

f(@).9(x) = P(2).Q(x) + o(z"),

(Ne garder que les puissances inférieures ou égales a n),

1@ _ P)
g(z)  Qx)

(Division euclidienne suivant les puissances croissantes).

Exemple 6.2.1
Ecrivons le D.L. d’ordre 4 en 0 de chacune des deux fonctions suivantes :

fl@)=vV1+4+2xz+sinz, g(z)=+v1+za.sinz.

Le D.L. d’ordre 4 en 0 de x +— /1 + x est

+o(z"),

2 3

r x T 5t
V1 =14=-——=4+—=—— 4.
+x +2 3 +16 128+0(z)

Le D.L. d’ordre 4 en 0 de x — sinz est
3
sine =x — % + o(z).
(x* figure dans la partie réguliére en mettant 0 x x?)
Par suite, le D.L. de la somme est

x x2 2® bt 28
N — 1422 L2 2 _ 4
f(@) <+2 8 16 128) (=) +ol@)
z2  5z3 bzt
= 14+ Sp- L = T 4
375 "1 1 o)
Le D.L. du produit est
x x2 x5t 3
= [1+Z2 -4 == - 4
g(z) < ts - 9T 128> X (z 6)—|—0(a:)
2 71,3 1’4 4
=ty o )

(En développant le produit, on ne garde que les puissances < 4).

Exemple 6.2.2
Ecrivons le D.L. & I'ordre 4 en 0 de f(z) = 5.
On a

x

2 .1'3 4

x
x 1 4
e = +l'+72+76+72 +0(33 ),
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22 ot
sr=1— — 4+ — 4.
cos T 2+24+0(x)
On fait la division euclidienne selon les puissances croissantes pour avoir
L+ o+ 5+ 5 + 5 1-2+5
-1 + z - = l+o+a?+2 +2
3
r 4+ 22 + =
_ + oz z®
2. 24
Z + & - g
- 22 + %
2:1:6 m4
Jr L
25923 ?
3 .
X
2
Ainsi .
2 T
flx)=1+x+2*+ §x3+?+0(x4).
Exemple 6.2.3
Donnons le D.L. & l'ordre 5 de tanz.
On a
) x> ad 5
smr=x— — + — +o(x"),
6 120 (=)
2 4 _
=1-—4 = ).
cos T 2—|—24—|—0(m)

e . . 1e 3 5 2 A
En effectuant la division euclidienne de z — % + {55 par 1 — % + 37, on trouve

1 2
tanz = x + gxs + ExS + o(x).
Exemple 6.2.4
Donnons les D.L. en 0 des fonctions sinh et cosh.

On sait que
2 n

e_1,.% 2 T n
Ainsi ) . )
et teT T T =" om
coshx—T—l—i—g—I—ﬂ—l—...—i—@n)!—i—o(x ),
er — e~ $3 $5 x2n+1 on
. _e—-e” =z Sz nt1
sinhz = 5 —x+3!+5!+...+(2n+1)!+0(x ).

6.2.4 Deéveloppement limité d’une composée

Théoréme 6.2.3. Soient f et g deux fonctions admettant deux D.L. en 0 & lordre
n, de parties régulieres P(x) et Q(x), respectivement. Alors la fonction composée fog
admet un D.L. d’ordre n en 0; de plus, sa partie réquliere s’obtient en substitution
dans la partie réguliere P(x) du D.L. de f, la partie réguliere Q(z) du D.L. de g, et
en ne gardant que les puissances < n .

Remarque 6.2.2

La substitution n’est possible que si Q(0) = 0. Dans le cas contraire, on fait des
transformations pour avoir une partie réguliére nulle en 0.
Exemple 6.2.5

Donnons le D.L. & Pordre 5 en 0 de f(x) = ec*5~1,

On a
2 4 .
:1—— —_
cos T > +24+0(ac ),
donc ) .
cost—1=—— 42 + o(z®).

2 24
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On a aussi

2 xd ozt b 5
T=1 e AT .
e +x+2+6+24+120+0(3:)

+i £2+£4 4+L 1‘724_1‘74 5+(5>
24\ "2 T 120\ 2 T o

= 1—?—1——4—0(3:5).

(Aprés développement, on ne retient que les puissances < a 5)
Exemple 6.2.6

Donnons le D.L. d’ordre 5 de cosh(sinz)

On a
i T o)
sint =2 ——+ — +o(z
6 120 ’
2 2t
she =1+ — + — °).
coshx +2+24+0(;1:)
Ainsi
2 4
cosh(sinz) =1+ % - % + o(z®).
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ol

de 0 le D.L. d’ordre n suivant :
f@)=as+az+...+apa” +o(z").
Alors la fonction f' admet en O un D.L. d’ordre n — 1 qui a la forme

f/(x) = a1 + 2027 + 3azx® + ...+ na,a™ ' +o(z"h).

Exemple 6.2.8
Soit le D.L.

1 )
m:1+m+x2+x‘3+...+x"+o(z”).

Par dérivation, on a

=1+2c+32°+...+n2" ' +o(x"!), ordre n—1.

1)

6.2.7 Tableau des D.L. usuels

Le tableau suivant donne les D.L. usuels trouvés ci-dessus :

Fonction DLen O

: 7 n z2ntl n
sinx - 3, +——ﬁ+...+(—l) (2n+1)l+0( g2nt1),
cos x -5 +5 - +...+ (71)”.(2”)1 + o(z?™)

(14 x)” 1+ﬁa+2,a( 1)—&-...—&—7::0((0(—1) A(a=n+1)+o(a™)
T 1x3 n—11x3X5...x(2n—1) D
vitz 1+§_ 2><4+2><Z><6m o+ GO S X (2n) +o(a")

1 1x3_ 2 _ 1x3x5 3 7 IX3%5...x(2n—1)
= 1St g — e - DTS s ¢ o)
@ 1—;L+x — a3 +...+(—1)”.x”+0(9c”)

= I+t +23+... +a" +o(z")
exp 142 420 48 4 4 20 o(z")

In(l+2) [z— 2 +2 — 2 4 4 (-1)"= 0 4 o(a")
7(171@2 1—|—23:+3x2+ —|—nac" Tyo(a™ )
cosh x 1+ % T Stz il Lt (2n), —|—0( n)

sinh z 1, + £ I —|— I -+ (2n+1)' + 4o(z 2n+1)

6.2.8 Application des D.L. au calcul des limites

les D.L. représentent un outil important pour calculer certaines limites ayant des
formes indéterminées.

Exemple 6.2.9

Calculons
€%% gin 3z

lim ———.
mli% sinh (—Z.I)
On remarque que la limite présente la forme indéterminée %. Il faut chercher le D.L.

en 0 de la fonction
€% sin 3z

™ sinh (—2z)°

On se limite & des ordres petits; on travaille avec 'ordre 1 dans notre exemple. On a

e?® =1+ 2x + o(x),
sin(3x) = 3z + o(x),
sinh(—2z) = —2z + o(z),

donc or
e’ sin(3r) (14 2z + o(x))(3z + o(x)) __3 + o(x).

sinh (—2z) —2z + o(x) 2

Ainsi
e?®.sin(3x) 3

200 sinh(—2x) BN
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Remarque 6.2.3

Il n’y a pas de régle générale pour le choix de l'ordre des D.L., mais on commence
par un ordre petit pour ne pas avoir des calculs assez lourds. Si l'ordre génére une
forme indéterminée, on passe & un ordre supérieur.

Exemple 6.2.10

Calculons
sinh x — 2 sinh(2z) + sinh(3z)

lim .
e—0In(l+z+222)++1—22x—1—22

On sait que
3

sinha =z + — + o(z?),

6
\/1+€U=1—|—11’—11‘2+i’£3+0(1‘3)
' 278 16 -
Lo 13 3
In(1+ z) =z- 5% +§:v + o(z?).
D’une part, on a
. . . ® 8 3 27 3 3
sinhz — 2sinh(2x) 4+ sinh(3z) = (z+ E) —2(2z + 5% )+ (3z + i )+ o(x?)
= 22° +o(2?).

D’autre part, on a

In(l+z+22%) +v1-20—1-2% = [(z +22%) — L(z + 20%)? + 1 (z + 227)?]

+ 1+ 4(—22) — §(—22)* + 5 (—22)%] — 1 — 2% = =22 + o(23).

Ainsi
o sinhx — 2sinh(2z) + sinh(3z) lim <—12 N 0(x3)> _—12
2=0In(1+a+222) +1—20 —1—22 2—0\ 13 13

6.2.9 Développement limité d’ordre n au voisinage d’un point
Lo

Définition 6.2.2. On dit qu’une fonction f admet un D.L. d’ordre n en un point x
si la fonction F(t) = f(xo+t) admet wn D.L. d’ordre n en 0. On a alors, le D.L. de
F en0 est

F(t)=ao+ art+ ...+ apt™ + o(t").

Le D.L. de f en xq est

fl@y=F(x—x9) =ap+a1(x —xo) + ...+ an(z —x0)" + o((x — 20)").

Exemple 6.2.11
Donnons le D.L. d’ordre 5 de la fonction x +— e® au point z¢g = 2. On sait qu’au

voisinage de 0
b_qy !t 2 £ 5

Le D.L. d’ordre 5 au point zg = 2 est

s @=2)  (@-2)? (x —2)° ;
e =1+ TR +...+T+o((a¢—2) ).
6.3 Exercices
Exercice 1. Donner les développements limités en 0 des fonctions suivantes :

f(z) =+v1+ax.sinx (ordre 2),

g(x) =In(cosz) (ordre 3),
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1—cosz
h(z) =1n (ﬁ) (ordre 5).
Exercice 2. 1) Donner le D.L. & l'ordre 4 en 0 de la fonction z — In(1 + z?).

2) En déduire le D.L. & I'ordre 2 en 0 de la fonction

)= (L4 a?) ),

Exercice 3. Donner les D.L. en 0 des fonctions suivantes :
In(1
fi(z) =3sin2x — 2sin3z (ordre 5), fo(x) = % (ordre 3);
- sinx
fa(x) =vV1+sinz (ordre 3), fa(x)=1In (ordre 4),

f5(z) = arctan (1;5) (ordre 5) fe(x) = arctan(sinz + cosz) (ordre 4).

Exercice 4.  Déterminer le D.L. &4 ’ordre 7 en 0 de la fonction x — tan z, en utilisant
les deux formules suivantes :

_ € ! 2
tanx = , tan'z =14 tan” z.
coszT
Exercice 5. Déterminer les D.L. en +o00 des fonctions suivantes :
X 24+ +1
f(z) =/ 21 (ordre 2), g(z)=vV224+1—+/22 —1 (ordre 3).
T
Exercice 6. Trouver au moyen des développements limités les limites suivantes :
. rcosx —sinx . e’ —1—sinx . arctan z — x
lm|{ —— ), Im|——— |, llm | ———mm .
z—0 tanz — x z—0 cosr — 1 0 sinx —x
Exercice 7. Trouver au moyen des développements limités les limites suivantes :

y J—
lim <1+$) . lim (hl(x hm)).
y—+o0 y 1 Inx



Chapitre 7

Intégration

7.1 Primitive

Définition 7.1.1. Soient f et F' deux fonctions numériques définies sur I C R. On
dit que F est une primitive de [ sur I si et seulement si F' est dérivable sur I et
F'=f.

Le tableau suivant donne des primitives usuelles :

L T 1 coshx | sinhx

o _ T :
flz (w Zél 1) | o |cosx | sinz | == s
«a . .
F FEs Inx | sinx | —coszx | tanz | €” | sinhx | coshz | tanhx
7 =T T =T T T T T
sinh? 1—x2 Vi—z? 142 Vita? Va2—1 1—x?2
F | cothx | arcsinz | arccosx | arctanx | argsinh x | argcosh x | argtanh x

Proposition 7.1.1. Soit F' une primitive d’une fonction f. Alors ’ensemble des

primitives de f est
{F +k,keR}.

7.2 Intégrale

Considérons une fonction f continue sur [a,b], et soit F' une primitive de f. On
appelle intégrale de f sur [a, b] la quantité

b
[ @) do= [P}l = P) - Pla)

On dit que f est intégrable sur [a, b], lorsque la quantité précédente est finie.

Exemple 7.2.1
/2 - .
/ cosx dx = [sinz]} = Sini —sin0 = 1.
0

Interprétation géométrique : La valeur f: f(z) dz mesure I’aire algébrique de

_
la portion du plan comprise entre la courbe de f, 'axe des abscisses (o, i ), et les
droites d’équations x = a, x = b.

54
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Théoréme 7.2.1. Si f est intégrable sur [a,b] et ¢ €]a,b[, alors

/abf(a:) d:c:/acf(a:) da:+/cbf(g:) do

c’est la relation de Chasles.

Conséquences :

/:f(z) dx =0, /abf(bL) d:r:—/baf(y;) dzx.

Théoréme 7.2.2. (i) Si f est paire alors [ f(z) dv =2 [ f(z) du.
(ii) Si f est impaire alors ffn f(z) dx = 0.

Théoréme 7.2.3. Soient [ et g deux fonctions intégrables sur [a,b], alors

/ '[F(@) + 9(@)] do = / " fla) do + / gt do,

b b
/af(a:) dx:a/ f(z) dz, aeR.

Théoréme 7.2.4. Soient [ et g deux fonctions intégrables sur [a,b], alors
(i)
b
f20= [ f@)dszo;
(ii)
b b
fz9= [ f@) doz [ o) do

a

7.3 Procédés généraux d’intégration

Théoréme 7.3.1. (Intégration par changement de variable)
Soient ¢ : [a, 3] — R une fonction de classe C', et f une application a valeurs réelles
continue sur un segment contenant p([a, 8]). Alors

B ~0(8)
/ Fle(@)] ¢'(@) do = / Fu) du,
o o(a)

On dit qu’on o effectué le changement de variable v = ().

Exemple 7.3.1

/2 .
Calculons I = [; " sin%2 cosx da.
Considérons le changement de variable sinz = u, donc cos z dx = du. Par suite,

1 371
I:/uzdu:{u} :1.
0 31y 3

Théoréme 7.3.2. (Intégration par parties)
Soient u et v deux fonctions de [a,b] — R de classe C*. Alors
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Exemple 7.3.2
Calculons fol arctanz dz.

Posons «/(z) = 1 et v(z) = arctanz; on a u(x) = z et v'(z) = —1_&952. Ainsi
Loy
I = t 1_ d
[z arctanz]; /0 T2

1
= [z arctanz]f — 3 In(1+ x2)]é

1

I

Parfois, on utilise simultanément les deux procédés de changement de variable et
de lintégration par parties.
Exemple 7.3.3

Calculons I = [ (fﬂ% dx.
(Ici, nous ne précisons pas les bornes de l'intégrale, donc nous cherchons une primitive

de la fonction).
1 Iny
I=- [ ——= dy.
4 / (T+y?

Posons y = x2;
Utilisons une intégration par parties. En posant u/(y) = m et v(y) = lny, on a

on a

v (y) = % et u(y) = ﬁ Ainsi

1/—Iny / 1 >
I== + dy) .
4<1+y y(i+y) Y

11
y(l+y) vy 1+y’

— _ 2
I_1< 1ny+ln‘ Yy ’)_ 1 Inz +11 x

1

donc

4\ 1+y 1+y 21422 4 1

7.4 Meéthodes de calcul des intégrales particuliéres

7.4.1 Intégrale d’une fonction rationnelle

Soit f une fonction rationnelle ; elle s’écrit comme rapport de deux polynoémes. Un
résultat d’algebre (Voir Chapitre 13) montre que toute fraction rationnelle peut étre
décomposée en une somme d’un polynoéme et des fractions rationnelles simples du type

a
T =

—  , (élément du premiére espéce
T ( p pece)
ax +b
.
(22 + pz + q)*
L’intégrale de ces deux éléments est une opération simple; par conséquent l'intégrale
de la fonction rationnelle f est aussi simple.
Exemple 7.4.1
3
Calculons I = [ —¥— du.
La décomposition donne

(élément du deuxiéme espéce)

@ L2 2
x274_x r—2 x+2
Ainsi
2 2
I = /l‘dl‘+/7dl‘+/7d.ﬁ
T — 2 T+ 2
22

5 +2In|z — 2|+ 2In|z + 2.
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o7

7.4.2 Intégrale d’une fonction rationnelle en sin et cos

Soit f une fonction rationnelle en sin et cos. Pour calculer I'intégrale de f, on raméne
Iintégration & celle d’une fraction rationnelle, & ’aide du changement de variable ¢ =
tan 5. Ainsi

2t 1—¢2 2

— = dr=—— dt.
142’ cos T 142’ . 14 ¢2

sinx =
Exemple 7.4.2
Calculons I = [ —L-dz.

sin x

Soit le changement de variable t = tan §. On a

1
I:/; dt = |t| = ln‘tan(g)‘.

Exemple 7.4.3
Calculons I = [ L du.
Soit le changement de variable { = tan §. On a

I:/Ldt:m i
1 11

1+ tan 3
1 —tan 3

Remarque 7.4.1
Parfois le changement de variable ¢ = tan 3 conduit a des calculs assez lourds.
On utilise alors de nouveaux changements de variable. Par exemple, pour le calcul de

05
_ sin® x _ o _ -1
I=_ s dx, on pose cosx = t, donc —sinz dx = dt ou encore dr = g-dt. On

2

rappelle que sin® z = [1 — cos? x]2, et par suite on a

. 4 22
1—1¢
/Sm * Sinxdx:—/udt
COos T t

1—2t2 4 ¢* -1 .
7/% dt/{t+2tt3] dt

4 4

t ~
= —ln|t|+t2fz = —1In|cosz| + cos® z — COZ z

1

7.4.3 Intégrale d’un polyndme en sin et cos

Soit f un polyndéme en sin et cos. Pour calculer 'intégrale de f, on utilise la
linéarisation par les formules d’Euler (Voir Chapitre 2).
Exemple 7.4.4

Calculons I = [ cos® z du.
La linéarisation donne 1

cos® z = 1 cosx + 1 cos 3.
Ainsi 3 1
I = Zsinm + D sin 3x.

7.4.4 Intégrale d’une fonction rationnelle en e”

Soit f une fonction rationnelle en e”. Pour calculer l'intégrale de f, on utilise le
changement de variable ¢ = e”.
Exemple 7.4.5

Calculons I = [ = dz.
Posons t = e€*, donc dt = e* dz. On a

1= [ = [(7-1)a=m
1+t ¢ t 1+t

Remarque 7.4.2
Pour I'intégrale des fonctions rationnelles en cosh et sinh, on utilise le changement
de variable ¢ = tanh 3.
/ 1
sinh x

t e’
=In .
1+t‘ 1+e”

Exercice 1. Calculer
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7.4.5 Intégrales de Wallis

On considére les intégrales de Wallis!

™

El El
no o n
I, :/ sin" x dx, J, —/ cos" x dx,
0 0

oll n est un entier naturel.
Dans J,, en effectuant le changement de variable x = 5 — u, on trouve que I, = J,,.
Une intégration par parties donne

nl, =[— sin" !z cosx]g/2 +(n = 1)1,

soit,
’I’I/In = (n — 1)1”_2.

Cette relation de récurrence permet de ramener, de proche en proche, le calcul de I, &
celui de Iy ou de I suivant la parité de n.

lercasn=2p: On a

2p12p = (2p — 1)[21,,2
(2p — 2)]2p_2 = (2p — 3)Igp_4
oI, = I

En multipliant membre & membre, il vient

I _Ix3x5x...x(2p—-1) 7
T X AX6x...x (2p) 2

car I(] = g

2éme casn=2p+1: Ona

(2p —+ 1)-[2p+1 = 2p-[2p*1
(2p - 1)121)—1 = (2]) - 2)I2p—2
3Is = 2L

En multipliant membre & membre, il vient

2x4x6x...%x(2p)
IXBEXTX...x(2p+1)’

IZerl =
car I; = 1.

7.4.6 Intégrales abéliennes

Les intégrales abéliennes sont introduites par Abel? au début du XIX-éme siécle.
Elles font intervenir des expressions sur les radicaux.

dx
Forme |[ /e

En utilisant le changement de variable t = bx + ¢, on a

dz dt 2 2
—_— = — 7:—\/%:— b + .
/\/bxﬂ b : b pvorTe

! John Wallis (1616-1703) est un mathématicien anglais.
ZNiels Abel (1802-1829) est un mathématicien norvégien.
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dx
Forme |[ T

L’écriture du trindme az? + bx + ¢ sous forme canonique donne

b dac — b?
2 2
b = B _— .
ar® +bx +c a[(x—FQa) t }
En effectuant le changement de variable t = x + —;a, on se ramene a 'une des trois

formes suivantes :

/ a / a__ [t
NeE=in argsinh. (- |, Narry=ie arcsin { - ),
argcosh (£) si t>k

/ dt
J ViR Inft + V& — 2|

si |t > k.
Exemple 7.4.6
Calculons I = [ \/ﬁ.
La forme canonique s’écrit
1 20
A2 42+ 1l=—d|(x— )2 .
T {(I 7 64}

En effectuant le changement de variable ¢t = x — %, on a

I—l/—larcsin<t> —1arcsin<x_i>
2 _ﬂ_,_% 2 \/5/16 2 \/5/16

dx
pr+q)VarZ+br+c

Forme [ (

1

En effectuant le changement de variable ¢t = et

Exemple 7.4.7
Calculons I = [

Posons t = i, donc dt =

on se raméne au cas précédent.

dz
V142"
—dx

3. Ainsi

1
= —argsinh ¢ = —argsinh (—).

1——/ dt __/ dt 1
t/14+ % t2+1 -

Forme [ Vaz?+bx+c

L’écriture du trindme az? + bx + ¢ sous forme canonique donne

b dac — b?
2 2
br +c= . .
ax® +bx +c a{(z—ﬁ—Qa) + 10 }
En effectuant le changement de variable t = x + —;a, on se rameéne & 'une des trois

formes suivantes :

1—/ dt J_/ dt K_/ dt
SverR T ve—e ) Ve

— Pour le calcul de I, on utilise le changement de variable ¢t = k sinh v pour avoir
1 t
I=3 (t\/tQ + k2 + K*argsinh (k)) .

— Pour le calcul de J, on utilise le changement de variable t = kcoshu, ot u > 0,

pour avoir
1 t
J = 3 <t\/t2 — k2 — k®argcosh ()) .

k
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— Pour le calcul de K, on utilise le changement de variable ¢ = ksinu, o u €
[—7/2, /2], pour avoir

= % (t\/ —12 + k2 4 k2 arcsin(Z)) .

Exemple 7.4.8

Calculons I = [V/5 — 322 du.
Posons = = 1/5/3 t; on a

/\/ 1—51n t) \/5/3 cost dt = /—cos tdt
5 sin 2¢
= — 1+ cos2t) dt = ——= (t+
oL )t = 57 (1 S
5 \/31'\/53:52)
— |

— Ve (arcsin( 3/5 x) +

I

7.5 Intégrale généralisée (impropre)

Nous avons calculé jusqu’a ici des intégrales de type fab f(x) dx, ot f est une
fonction continue sur un intervalle fermé et borné [a,b]. Nous allons étendre la notion
d’intégrale au cas de fonctions définies sur un intervalle non fermé borné.

7.5.1 Intégrale sur l’intervalle [a, +0oo]

Définition 7.5.1. Soit f une fonction continue sur [a,+0o[, ot a € R. On dit que
f est intégrable (au sens généralisé) sur |a,+o00[ si

—+o0
/ f@t) dt = 111J1r1 / f(t) dt, emiste.

Dans ce cas, on dit que l'intégrale généralisée f;oo f(t) dt est convergente. Dans le
cas contraire, elle est dite divergente.

Exemple 7.5.1
Calculons I = O+OO e Pt dt, avec p > 0.
On a

i -1 * 1 1 1
I = lim e P dt = lim {e_pt} = lim [ — e_p'”} = —.
r——00 0 r—400 p 0 c

On conclut que I est convergente.

Exemple 7.5.2

Calculons I = f+oo Lat.
On a -

I= lim —dt= lim [In¢]f = lim Inz = 4oo.
z—+00 Jq t T—+00 T—+00

On conclut que I est divergente.

Dans les exemples précédents, nous avons pu trouver facilement une primitive de
la fonction a intégrer. En général, il est intéressant de savoir d’avance si 'intégrale est
convergente ou divergente, sans passer par la recherche de la primitive. Nous allons

donner des régles assurant la convergence ou la divergence de certaines intégrales.

Proposition 7.5.1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, —|—oo[ telles que
0< f<g. Alors, si f ) dt est convergente, il en est de méme de f f(¢) dt,

! /j*m e [

De plus, si f ) dt est divergente, il en est de méme de f+°o g(t) dt.
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Exemple 7.5.3
Il est facile de voir que

2
Ve>1l:e % <e ”.

Or 0+°° et dt est convergente (prendre p = 1 dans ’'Exemple 8.5.1), donc il en est de

2
méme de O+Ooe_t dt.

Nous admettons que

+o00
/ et dt = ﬁ
O 2

Ce résultat est fondamental en analyse.

Exemple 7.5.4
L’intégrale f1+oo S‘?# dt est convergente.

sin? ¢
2

Cela résulte du fait que < t% et f1+oo t% dt est convergente.

Définition 7.5.2. L’intégrale f:_oo f(t) dt est dite absolument convergente si et seule-

ment si lintégrale f(j_oo |f(t)| dt est convergente.

:OO f(t) dt est absolument convergente, alors elle

Proposition 7.5.2. Si l'intégrale |
est convergente.

Remarque 7.5.1
La réciproque est fausse en général. Par exemple, Uintégrale f0+°° “;—” dt est, conver-
gente, mais n’est pas absolument convergente.

7.5.2 Intégrale sur l’intervalle | — oo,

On dit qu’une fonction f est intégrable sur | — 0o, a] si et seulement si

/ f(t) dt = lim f(t) dt existe.
Dans ce cas, l'intégrale [*
dite divergente.

Exemple 7.5.5

o, f(t) dt est dite convergente. Dans le cas contraire, elle est

o 1 01
I = —— dt = lim dt
7001—&—1&2 r——o0 [, 1+ ¢2
= lim [arctan?]) = lim (—arctanz) = g

Remarque 7.5.2
Les résultats de la Proposition 8.5.1 s’appliquent aussi aux intégrales sur les inter-
valles de type | — 00, a].

7.5.3 Intégrale sur l’intervalle | — oo, +00[

On dit qu’une fonction f est intégrable sur | — 0o, +00] si et seulement si les deux

intégrales
a 400
| swan [ g
+

sont convergentes, pour un certain a € R. Dans ce cas, 'intégrale [ ;O f(t) dt est dite

convergente, et on a
+o00 a +oo
[ rwa= [ soas [ s

— 00
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Exemple 7.5.6

too g ER | oo
— _dt= ot — _dt=r.
/_Oo 1+ 2 /_001+t2 +/0 142 m

Remarque 7.5.3
Les résultats de la Proposition 8.5.1 s’appliquent aussi aux intégrales sur les inter-
valles de type | — oo, +00].

7.5.4 Intégrale sur les intervalles [a,b[ et ]a, D]

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a,b[ (resp. sur ]a, b)), avec a,b € R. On
deéfinit intégrale généralisée de f sur [a, b] (resp. sur |a, b]) par

/ " ft) dt = iy | s

b

b
(resp. / f@)dt=1lm [ f(t)dt).

r—a
x

Lorsque les limites existent, on dit que les intégrales sont convergentes.

Exemple 7.5.7
Calculons

1
1
I = dt.
/0 Vi-

La fonction ¢ — ﬁ est définie sur |0, 1], donc
xr

I = lim
z—=1 Jq 1—1¢2

dt = lim [arcsin z]§ = T
rx—1 2

Remarque 7.5.4
Les résultats de la Proposition 8.5.1 s’appliquent aussi aux intégrales sur les inter-
valles de type [a,b] et ]a,b].

7.6 Exercices

Exercice 1. Intégrer par parties

™ V3
1 :/ sinx.e”® dx, J :/ z.arctan z dz.
0 0

Exercice 2. Calculer les intégrales suivantes :
I—/Tr/2 LI J—/ﬂ/ﬁm dz.
a2 2+sinz o sinfz+1
Exercice 3. Calculer les intégrales suivantes :
dz 22+ 2 x?
/—3:2—.7:4—2’ /x3i—1 dz, /m de.
Exercice 4. Soient les deux intégrales

/4 w/4 2
1 :/ In(1 +tanz) dz, J z/ In () dz
0 0 1+tanz

1) Calculer I + J.
2) Déduire les valeurs de I et J.

Exercice 5. On considére les intégrales suivantes :

& g
I = / e 2tcos?t dt, J= / e Hsin’t dt, K = / e 2t cos 2t dt.
0 0 0
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Calculer K, I + J et I — J. En déduire les valeurs de I et J.

Exercice 6. Soit n un entier positif; calculer
/2 cos™
0 cos"x +sin” T
Exercice 7. 1) Montrer la linéarisation suivante :

cosh?(z) = é [cosh(4z) + 4 cosh(2z) + 3] .

2) Calculer T = [ cosh® z da.

Exercice 8. Calculer a l’aide de trois méthodes 'intégrale suivante :
I; = /sin7x dx.
Exercice 9. (Premiére formule de la moyenne). Soient f et g deux fonctions conti-

nues sur [a,b]. On suppose de plus que g a un signe constant dans [a, b].
Démontrer qu'’il existe ¢ € [a, b] tel que

/a ' falote) de = £(e) / o) d.

Application : étudier la limite de fjm t\/iiﬁ dt, quand = — 0.

Exercice 10. On pose, pour tout entier naturel n non nul,

1
In:/ e *dx.
0

1) Montrer que I,, existe et est un nombre strictement positif. Calculer I.
2) Démontrer que, pour tout n de N*, I,, 11 = —% + (n+ 1)I,. Calculer I et Is.

3) En déduire la valeur de I = fol(—:c3 + 222 — x)e "dz.

Exercice 11. 1) Donner une forme de récurrence de
(&
I, :/ (Inx)"™ dz, neN.
1

2) Trouver la limite de I,,, quand n — +oc.

Exercice 12. Calculer les intégrales généralisées suivantes :
+oo 1 +oo 1

I = ———— dx, a,b>0), I= — dx, a € R),

! /0 (z + a)(z + b) ( oI /1 e ( )

T rlna too dx too dx
I3 = —— d I, = -, Iy = — -
8 /1 (1+22)2 o /0 2+xr+1 0 /1 x2(z +1)



Chapitre 8

Les équations différentielles

8.1 Equations différentielles linéaires du premier
ordre

8.1.1 Forme et exemples

Les équations différentielles linéaires du premier ordre ont la forme suivante :

’Gﬁry+ay:@

ot a,b: I — R sont deux fonctions continues.
Résoudre une équation différentielle revient & chercher toutes les fonctions y : I — R
qui vérifient (E).
Exemple 8.1.1
a=0,b=0; 'équation (F) devient 3’ = 0.
Il existe une infinité de solutions : y(x) = k, avec k € R; c’est la solution générale de
(E).
Exemple 8.1.2
a=0,b=1;Tequation (E) devient y = L.
La solution générale de (E) est

{y(z) =Inz+k, keR}

Définition 8.1.1. L’équation (Ey) : y' +ay = 0 s’appelle équation différentielle sans
second membre ou équation homogéne.

8.1.2 Résolution de I’équation sans second membre

L’équation sans second membre associée a (E) est (Ep) : ¢ + ay = 0, qui s’écrit
y = —ay.
Soit A une primitive de la fonction a (i.e. A(z) = [ a(x) dz).
Posons y(x) = e~4®), Tl est facile de voir que cette fonction vérifie 'équation (FEjp) ; en
effet
Y (x) = [0 = —A'(2)e ) = —a(z) y().

Théoréme 8.1.1. La solution générale de I’équation (Ep) : y' +ay =0 est
y(z) = ke 4@ keR,

avec A(z) = [a(x) dx une primitive de a.

Remarques 8.1.1
— Soient xg € I et zg € R; il existe une unique solution y telle que y(xg) = zo.
— Lorsque a(z) = a (une constante), alors A(x) = a.z une primitive de a. Ainsi, la
solution générale de (Ey) : ¥/ +ay = 0 est y(z) = ke **, keR.
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8.1.3 Résolution de I’équation avec second membre

Soit ’équation différentielle linéaire du premier ordre (E) : ' + ay = b. L’équation
sans second membre associée & (F) est (Ep) : ¢y + ay = 0.

Théoréme 8.1.2. La solution générale de (E) est la somme de la solution générale
de (Ey) et d’une solution particuliere de (E).

Détermination d’une solution particuliére de (E) : 1l existe plusieurs mé-
thodes pour la détermination de la solution particuliére de (E), nous proposons ici ‘Ja
méthode de variation de la constante” : Soit yo une solution non nulle de (Ep). On
cherche une solution particuliére de (E) ayant la forme y = Ayg, avec A une fonction
inconnue a déterminer.

Puisque y vérifie (E), on a y' + ay = b; cela implique (en remplagant y par Ayo)

Nyo + Ayf + adyo = b.

Or yo est une solution de (Ey) qui signifie que y{, + ayo = 0, 'équation ci-dessus devient

)\/yo =b.
Par suite
v=2
Yo
ou encore b
A= [ —.
Yo

Ainsi A est une primitive du rapport y%
On conclut qu’une solution particuliére de (F) est

b
y(z) = (/ yo) X Yo-
Exemple 8.1.3

Résolvons I'équation différentielle

T 1

E):y = .
(B) y+x2+1y 22 +1

L’équation sans second membre associée & (E) est

x
(Eo) :y' + 2r1Y= 0.

+1
Iei, a(z) = %7 ; par suite, une primitive de a est

T

Az) = ./a(x) dz = /m dzx = %ln(;c2+1).

Donc la solution générale de (Ey) est

T ke*% ln(x2+1) _ L’ ke R.
2+ 1
Maintenant, on choisit une solution non nulle de (Ey); la plus simple est
OEp——
T) = —.
Yo 21
Une solution particuliére de (E) est y = A\yp. On a
b = 1

hd H .
Yo —=TT Ve +1

Par suite

Az) = / #da: =In(z+ va2+1).

2 +1
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Ainsi la solution particuliére de (E) est

y(x) = Mz).yo(z) = In(x + Va2 + 1)T—|—1

Enfin, la solution générale de (E) est I’ensemble des fonctions

+In(z+ Va2 +1).

k 1
_r . keRb.
{\/w2+1 Va? +1 }

8.2 Equations différentielles linéaires du second ordre
a coeflicients constants

Ce sont des équations ayant la forme ¢y’ +ay’ + by =g, ot a,bERet g: I - R
une fonction numérique.

8.2.1 Résolution de I’équation sans second membre

L’équation sans second membre associ¢e a (E) est

’(EO):y”—i-ay'—i-by:().‘

Théoréme 8.2.1. Considérons l’équation caractéristique > + ar +b = 0 (r est
Uinconnu) et son discriminant A = a® — 4b

ler cas A > 0: L’équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes
r1 et ro. La solution de (Ey) est

T AT+ pe™T A ueR;

2éme cas A =0 : L’équation caractéristique admet une solution double r1. La so-
lution générale de (Ey) est

= (Az+p)e™ " A\ pe Ry

3éme cas A <0 : L’équation caractéristique admet deux solutions complexes conju-
guées 11 = p+iq el ro = p —iq. La solution générale de (Ey) est

x — eP?(Acos(qx) + psin(qz)), A, p € R.

Exemple 8.2.1

Résolvons (Ey) : y’ — 5y’ + 6y = 0.
L’équation caractéristique 7> — 5r + 6 = 0 admet deux solutions réelles 2 et 3. La
solution générale de (Ey) est

x = Ae® 4+ e A\ peR.

Exemple 8.2.2

Résolvons (Ep) : ¢ +w?y =0, (w € RY est fixe).
L’équation caractéristique 72 +w? = 0 admet deux solutions complexes iw et —iw. La
solution générale de (Ey) est

x +— Acos(wz) + psin(wz), A\ pu€R.

Exemple 8.2.3
Résolvons (Ep) : y"” — 4y’ + 4y = 0.
L’équation caractéristique 72 — 4r + 4 = 0 admet une solution double 2. La solution
générale de (Ey) est
x> Az +p)e®®, A\ pueR.
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8.2.2 Résolution de 1’équation avec second membre de type
exponentielle-polynéme

Considérons I'équation différentielle du second ordre avec second membre de type
exponentielle-polynéme suivante :

(E):y" +ay +by=g,

ol a,b € Ret g: I — R une fonction ayant la forme g(z) = e™* P(z), avec m € R et
P(z) un polynome.
L’équation sans second membre associée & (F) est (Ep) : y” + ay’ + by = 0.

Théoréme 8.2.2. La solution générale de (E) est la somme de la solution générale
de (Ey) et d’une solution particuliere de (E).

Le théoréme suivant donne une méthode de détermination d’une solution particu-
liere de (F) :

Théoréme 8.2.3. La solution particuliere de (E) est de la forme

y(z) =™ Q(x),

o Q(x) est un polynome de degré égal d :
(i) deg P(x), si m n’est pas une solution de l’équation caractéristique ;
(ii) deg P(z) + 1, si m est une solution simple de l’équation caractéristique ;
(i1i) deg P(x)+ 2, si m est une solution double de I’équation caractéristique.

Exemple 8.2.4

Résolvons (E) : y’ — 4y’ + 4y = e*(2® + 1).
L’équation caractéristique r> — 4r + 4 = 0 admet une solution double 2. La solution
générale de I’équation sans second membre (Ep) : y” — 4y’ + 4y = 0 est

x— (A +p)e®, \pcR.

Or m = 1, n’est pas une solution de ’équation caractéristique, donc (E) admet comme
solution particuliére la fonction y(z) = e® Q(z), avec deg Q(z)= deg P(x) = 2. Ainsi
Q(x) = axz® + Bx + v, ot , 3,7 € R sont des constantes & déterminer ?
On a

y(x) = e*(az® + Bz +7)

Y (z) = [(2ax + B) + (az? + Bz +7)]e”
Y (z) = 20+ 2(2ax + B) + (az? + Bz + 7)]e”
y vérifie (E) 1y — 4y’ + 4y = e*(2? + 1)
& [(ax® 4 Bx + ) — 220z + B) + 2a]e” = (2 + 1)e”.

Par identification, on a

B—4a = 0 & B = 4
y—=204+2a = 1 vy =T

La solution particuliére de (E) est y(z) = e*(2? + 4z + 7).
On conclut que la solution générale de (E) est

z s (Ar+ p)e*® +e"(x? +4x+7), \peR.

8.2.3 Résolution de l’équation avec second membre de type
Acos fx + Bsin fx

Considérons 1’équation différentielle du second ordre avec second membre de type
A cos fx + Bsin Sz. Elle est définie par

(E):y" +ay +by=g,
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ot a,b € R et g: I — R une fonction ayant la forme g(x) = Acos Sz + Bsin fx.
L’équation sans second membre associée a (E) est (Ep) : v + ay’ + by = 0.
Pour résoudre 1'équation (E), on envisage les deux cas suivants :
— 1ler cas : cos fz n’est pas une solution de I’équation (Fy).
On cherche une solution particuliére de la forme

y1(x) = Aj cos Bz + By sin Sz ;

— 2éme cas : cos Sz est une solution de ’équation (Ep).
On cherche une solution particuliére de la forme

y1(z) = 2(A; cos B + By sin ).

Exemple 8.2.5

Résolvons (E) : ¢y’ +y' +y = 13 cos 2.
L’équation sans second membre associée & (E) est (Ep) : y” +y' +y = 0; sa solution
générale est

T e 2 <)\cos\g§x+usin\g§z> ., A ueR

La fonction cos 2z n’est pas une solution de (Ey). La solution particuliére de (E) a la
forme y1(x) = Ay cos2x + By sin2x. On a

y1(z) = —2A; sin 2z + 2B cos 2z,

vy (z) = —4A; cos 2x — 4By sin 2.
Par suite y{ (z) + y;(x) + y1(x) = 13 cos 2z s’écrit

(
(2B; —3A;) cos2x — (2A; — 3By) sin 2z = 13 cos 2z.

Par identification, on a

2By —34; = 13
2A1+3B; = 0
qui donne A; = —3 et By = 2. Ainsi, la solution particuliere de (F) est yi(x) =

—3 cos2x + 2sin 2z.
On conclut que la solution générale de (E) est

T e 2 (Acos?m —i—usin\ggas) —3cos2z 4 2sin2z, A\ u€R.
Exemple 8.2.6
Résolvons (E) : ¢y’ +y = cosz.
L’équation sans second membre associée & (E) est (Ep) : y” +y = 0; sa solution
générale est
y(x) = Acosz + pusinz, A\ pu€R.

La fonction cosx est une solution de (Ep). La solution particuliere de (E) a la forme
y1(z) = x(Ay cosx + By sinx).

En substituant dans (E), on trouve 4, =0, By = 1 ; d’ott y1(z) = Zsina.

On conclut que la solution générale de (E) est

T+ Acosx + psinz + gsina;7 A €R.

8.3 Exercices
Exercice 1. Résoudre les équations différentielles suivantes :
(E):y +2zy =2z, (FE'):zy —2y=+x.

Exercice 2. (Equation de Bernoulli')
C’est une équation différentielle de la forme a(z)y’ + b(z)y + c(x)y™ = 0, on la résout

! Jacques Bernoulli (1654-1705) est un mathématicien et physicien suisse.
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sur un intervalle dans lequel y ne s’annule pas en posant z = y' =",

Application : résoudre I’équation différentielle

1
y 4y + (2% — §)y3 =0.

Exercice 3.  (Equation de Riccati®)
C’est une équation différentielle de la forme

Y = a(x)y® + b(z)y + c(x).

1) Démontrer que si y; est une solution particuliére alors y — y; vérifie une équation
de Bernoulli.
2) Résoudre ¢/ — (r —y)? + 1 = 0 en cherchant une solution particuliére affine.

Exercice 4. Résoudre les équations différentielles suivantes :
(E):y" =3y =ae®, (FE'):y" +3y +2y = 6xe>”.
Exercice 5. 1) Résoudre 'équation différentielle
(1+2?)y +y = arctan z.

2) Plus généralement, soit u une fonction dérivable sur I telle que «’ ne s’annule pas.

Résoudre ,

y
u! ()

+y = u(x).

Exercice 6. On considére I'équation différentielle
(B): 2y +y=5e*.

1) Faire le changement de variable y = z + ¢%*.
2) Intégrer I’équation différentielle ainsi obtenue et en déduire la solution générale de
(E).

Exercice 7. On considére I'équation différentielle
(E):y" + 4y = 3cosz,

dans laquelle y est une fonction inconnue.

1) On pose y = z + acosx. Former I’équation a laquelle satisfait la fonction z. Déter-
miner a pour que cette équation se réduise a 2z + 4z = 0.

2) Donner la solution générale de 1’équation (E), puis la solution qui satisfait aux
conditions

Exercice 8. On considére ’équation différentielle du second ordre suivante :

(Ey) : Yy’ + 4y + 3y =0.

1) Vérifier que la fonction y = e® est une solution particuliére de cette équation.

2) On pose y = ze®.

Former I’équation du second ordre (FEs) & laquelle satisfait la fonction z. Donner la
solution générale de cette équation et en déduire celle de (Ey).

2 Jacopo Riccati (1676-1754) est un mathématicien et physicien italien.



Correction des exercices
d’Analyse

Le présent chapitre présente les solutions des exercices proposés dans les divers
chapitres de la partie Analyse du livre.

Correction des exercices du Chapitre 6

Solution 1.  -Ona+1+az =1+ iz — t2%+o(z?), et sinz = z + o(2?). Ainsi

fl)y=o+ %2 + o(z?).

-Onacosz = 1—%4—0(3:3) et In(1 +¢) :t—g—kg—i—o(ﬁ). Ainsi

2 2 _,2 1 —a2
9(@) = In(eosz) = In(1 = 5) = = = Z(—-)? + 5(—)" + 0a?).
(On a remplacé t par _772)
En conservant que les puissances < & 3, on a
2
—x
g9(x) = 5 T o(x?)
-Onacosz=1— % + f; L +o(z7). Ainsi
1—cosx 1 a:2+:c4+ (%)
= ———+—+o
x? 2 4 6!
1 222 2% 5
= 2(1_41!+(i!+0($ >)’
d’otl
1—cosx z? zt 5
ln( = ):—1112—}—111{1 T+F+O(JC )}
On rappelle que In(1+¢) =1t — % + g - % + % + o(t°). On utilise cette formule pour
avoir
1—cosw 202 224\ 1/ 222 24\’ .
n <x> = 2+ <4!+ W) 2 <4| *m) + o)
2 2t
- —m2-% 5,
n2 g g o)
Solution 2. 1) On a
24
In(1+ 2%) = 2 — 5 + o(zh)

f(I) _ 6(1+%)1n(1+m2) — 6z+x2+o(m2).
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Oret=1+t+ % + o(tz) . on remplace t par = + 22 pour avoir

1
fz) = 14+ (x+2%)+ 5(:z + 22)% + o(2?)
= l+z+ ;xz + o(x?).
Solution 3.
fi(x) = 3sin2z — 2sin3z

T 3 x 5 T 3 T 5
= 3|2 (23!) * (25!) +O(x5)} 2 [% B (33!) + (35!) +0($5)}

13
= 52® — —1% +o(a®).

4
f2(z) = (I+2) " In(1+a)
= (sra o) (5= 5+ D kol
= x—;mQ—i—%x?’—i—o(x?’).

1 2\ 1, 1 4 3
- 1+2( 3!>_8x+16x o)
1 1
+2$ PR + o(x?)

. z3 IS
fi@) = W22 = (x_ FtH +0($5)>

2?2 at 1 2?2 24\’ n
= C@*wm)‘g(ﬁ*wm)+“w>
2 2t 4
= ~% "m0 o)
- Ona )
B 2 4 4
fé(gﬁ)zmz—(l—x +a” +o(z")).
Ainsi
r T 2 ab
f5(z) = £5(0) +/ (142 =) dt4ole®) =T~z + T L 4 o(a?).
0
- Ona

cosx —sinx
2 4+ sin 2x
-z~ % + % +o(z")
242z — %xg + o(z3)
1 3z 1

R R . 3
5 T Tt 3T + o(x”).

6(x) =
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Ainsi . )
fo(x) = % + 3%~ 5:102 + ng — 12x4 + o(2*)
Solution 4. 1)
3 5 7
oy SBT T L+ -4 +o(a)

2 x4 z6 :
cosr 1 — G+ — g +o(’)

On obtient le développement limité de tan & l'ordre 7 en 0, en effectuant la division
3 5 7 2 4 6
suivant les puissances croissantes de * — & + {55 — 55056 Par 1 — 5 + 57 — #55- On
trouve 5
T 2 5 17 7
tanr =+ — + —2° + —x" +o(z').
3 15 315 (=)

2) Puisque la fonction tan est C'™ au voisinage de 0, elle admet un développement
limité & tout ordre, en particulier & I'ordre 7. En raison de 'imparité de cette fonction,
elle se présente sous la forme

tanz = ax + b + cx® + dz” + o(2").

(tan)’ étant également de classe C*°, elle admettra un développement limité a ordre
6, au voisinage de 0, dérivée du développement d’ordre 7 de tan,

(tan)(z) = a + 3ba? + 5cx* + 7dz® + o(x).

Nous devons donc avoir
(tan)'(z) = 1 + tan®z

a+ 3ba® 4 5cxt + 7da® + o(2®) = 1+ (az + ba® + cx® + daz” + o(27))?
soit
a4+ 3bx? + 5eat + 7dx® 4 o(2®) = 1 + a®2? + 2abz* + (b% + 2ac¢)z% + o(x).

Par identification, on a

a = 1 a = 1
3b = a? N b = %
5¢ = 2ab c = %
1
7d = b+ 2ac d = 335
d’ott 5y 17
tanx:x—i—%—l—gx‘r’—i—ﬁﬂ—l—o(x?).
Solution 5. 1) Effectons le changement de variable z = +. On a
2+ +1 1+ X+ X2
f(x) - 2 - 2
2 +1 1+ X
1 1
= Y1+X+o(X?)=1+ 3X - §X2 + 0(X?)
1 1 1
= 1 —_— — — ).
* 3z 9a? +0(J;2)

2) Effectons le changement de variable z = +. On a

@) = VIR V1o X)
= % [(1 + %XQ - éX‘* + o(X4)> - <1 - %X2 - éX“ + 0(X4)>]
= LIX (X)) = X +o(X?)

Ainsi
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Solution 6. 1)

‘Tz I3
xcosx —sinz x(1—7+0(x2)) - (JU—?—FO(IB))

tanz — x (z+% +o(2%) —z

_ o oH et F o)
T B S E (-

Ainsi
. rcosr —sinx
lim () S
z—0 tanr —x
2)
2
e’ —1—sinz (1+x+%+0(:p2))—17(x+o(x2))
cosz — 1 (1-% +o(2?) -1
2
-+ o(z?
= 127(3 =—1+o(1).
—5 +o(z?)
Ainsi
Jim (e“l—smx) Y
z—0 cosx — 1
Solution 7. - On sait que arctan’ z = Tlﬂ Or
Lo
= 1—t+ot),
1+t
donc 1
_ 2 2
22 =1—2"+o(z).
Par intégration
3 3
arctan © = x — 3 + o(z?).

. 3 . .
D’un autre coté, sinz = x — £ + o(«®). Ainsi

arctan x — x x—ﬁ—x—l-o(x?’)
lim <) = lim 3 =2.

a0\ sinx —x T — % — 2+ o(z?)

-Onpose A=(1+7)Y;onalnAd=yh(l+ 7). Or

t2
In(14t) =t — — +o(t?).

2
Ainsi
T T T
In(l+=)=2=— ()24 0((=)2
( y) " 2(y) ((=)%)
Par suite
x 1,x T
InA= o252 4 0o((5)?
v |2 =50 o)
1z, T\
= x——(=)"4+o((-
S0 +ol(0)?)
Enfin

lim mMA=2< lim A=¢".
y——+oo Yy——+00

- On pose x = 1 + h. La limite a calculer devient
In(1 4 h —In(1+ h))

lim

h—0 1n(1 =+ h)
On sait que In(1+h) =h — h; + o(h?) qui s’écrit h — In(1+ h) = %2 + o(h?). Ainsi
h? h?
In[l+h—In(1+h)] =Inl+ 5+ o(h?)] = 5+ o(h?).
Par suite
_ 2 2
poI(h—In(L4R) L B2+ 0(h) L h/24o(h)

h—0 In(1+ h) h—0h—h?/2+0(h?) hr—01—"h/2+ o(h)
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Correction des exercices du Chapitre 7
Solution 8. -On a
I = / sinz e”" dz = [—sinz e”*[§ +/ cosz e 7 dx
0 0

= 0+ [—cosz e ™|} —/ sinz e dx
0
= 0+1+e ™1

Ainsi 2I =14 €77 ; ce qui implique que I = 71%4-

-Ona
V3 2 V3 2
J = /0 xarctanxdx:[% arctanx](‘)/g—f—/o ﬁdm
_ T 1/\/5[1 ;]d
- 272, 221
_ 2 V3
327
Solution 9. -Onposet=tanz. On a
1 1
1 1
I = —— dt = —— dt
/_11+t+t2 /_1(t+;)2+§

2
= |—=arctan (

2t+1)]1 ™3
¥ .

V3

- On pose t =sinz. On a

1/2 1 _ g2 1/2 5
J = — dt = 4+ ——)dt
/0 1+ 2 /0 (—4+ 1 +t2)
1/2 1
= [—4t+ 5 arctan t],’” = —2 4 5 arctan (5)
Solution 10. 1)
1 1 1

—22—z+2 3@+2) 3a-1)

1 dx 1 dx 1 T+ 2
I=- - = =—In
3) z+2 3) x—1 3 rz—1
2)
x2+2_ 1 1
-1 -1 22+4z+1
J / dx / dx In| 1 2 arcta 2r+1
= - =In|z — 1| — — arctan
z—1 (x+1/2)2+3/4 V3 V3
3)
x4 . 4 n Ax + B
-8 T 3z—2) 22t2z+4

avec A= —-4/3, B =8/3.

K

4 2(22 + 2) 4
/[x+3(x2) T3 2 d) (x+1)2+3} dr

4 2 4 z+1
= 4+ lnlz—2/—=In|z®>+2x+4 +arctan<>.

Solution 11. 1) Sur [0, 5[, on a 1+ tanz > 0. par suite

3 "
IJrJ:/ In2der=— In2.
0 4
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2) Faisons le changement de variable t = 7 — x et utilsons la formule

¢ (71' £ = 1 —tant
an(— — _—
4 1+ tant

On a B
1 1 —tant
I:/ (14— 0 g =7,

Donc I =J = % In2.
Solution 12.

e

[e*% sin 2t]0% + / e 2 gin 2t dt
0

N

1L =[5,
——e 1+ e~ “'sin 2t dt.
2V2 /0

e Hgin2t dt = e 2 cos 2t dt

S—
ool
\
—
|
)
~+
(@]
]
w0
[N}
S
oy
\
S—

= 1 1—16_2} —/8 e 2t cos 2t dt,
2 2 0
dou K = 1/4.
On a i
I+J:/ge*2tdtfl[1fe*%]
0 2 ’
I-J=K,
dou 3 1 11
I=2_—¢1% = e %
s 1¢ 0 I

Solution 13. Onposet= 75 —z. On a

b sin™ ¢
I= / ——— dt
o cos™t+sin"t

En sommant, on a

5 N n
21:/ cos t+5?nnt g — I.
o cos"t+4sin”t 2
Donc I = 7.
Solution 14. ) On a
- 1 .
coshz — (e +e ) - (64 + €6 + Be2e 2% + dePe 3% 4 ¢~49)
1
— E (e4rc +e—4z +4(e2fc +e—2m) +6)
1
= 3 (cosh 4z + 4 cosh 2z + 3) .
2) On a

<i sinh 4z + 2 sinh 2z + 31) .

| =

1
/cosh4x dxzfg(cosh4z+4cosh2x+3) dx =

Solution 15.  a) Posons t = cosz; alors

I, = —/(1—t2)3dt:—/(1—3t2+3t4—t6)dt
3 1
—t 13— =5 =7
+ 50 Ty
1 7

3
—cosx+cos3x— 50055304— ?cos x.
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b) Intégration par parties :

6

1 6
I; = —= sin” x cos x + ?15,

4

1 4
Is = ——si 4 —1Is,
5 5sm xcosm—|—5 3

1 . 2
I3 = ——sin?zcosz + = 1.
3 3
Comme [, = — cosx, nous voyons que
_ :.6 a4 102 X
I; = ——sinxcosx — —sin" xcosx — — sin” x cosx — — Cos .
7 35 35 3

c¢) Linéarisons sin” x ; d’apres les formules d’Euler,

1 . .
sin"x = @ (e — )T
_ 7i 671’2 _ ‘6777;:5 B 765i1 _ ‘6751':1: Lol 631':5 o ‘6737;30 e ei:r _ .efi:n
26 21 21 21 21

1
= 76—4(sin7x — 7sinbx + 21sin 3z — 35sin )

64(7cos7x— gcos5l+7cos3x—35cosx)

Solution 16. 1) On suppose que g est positive. Puisque f est continue sur [a, b], il
existe

m= inf f(z), M= sup f(x).
we[”’)b] $€[a7b]

Ainsi
Va € [a,b] :m g(z) < f(z) g(z) < M g().

/mg dx</f dx</Mg(a:)dx

m <

Puis, en intégrant,

Oou encore

Posons \ = % Le théoréme des valeurs intermédiares donne l'existence d'un
¢ € [a,b] tel que f(c) =
2) Soit # > 0. La fonction f : t — \/siﬁ est continue sur [z,2x]. La fonction

g(t) =  est continue et positive sur [z, 2z].
Il existe ¢ € [z, 2z] tel que

/% 1 ! . In2
z t\/sint \/smc \/sinc'

Lorsque x — 0, on a ¢ — 0, et ainsi

2z 1
lim —dt =
z—0t J, t\/Sth
Solution 17. 1) La fonction & — z™e™® est continue sur [0,1] donc intégrable.

On a de plus, Yz €]0,1], 2"~ > 0. L’intégrale sur [a,b] (avec b > a) d’une fonction
continue positive non nulle est strictement positve. On en déduit, Vn € N*, I,, > 0
Onal; = fol xe *dz. Intégrons par partie u = x et v' = ¢~*. On obtient

—x a1l 2
11:[—51;6 ]0—[6 }Ozl—g.

2) Intégrons I, par partie : u = e~ *, v’ = ™. On obtient

—z.n+171 1 . n+1
1,,:[“} + / T,
n+1 |, o n+1
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On en déduit
1 1

In= e(n+1) T + 11”Jr17
ou encore
Lﬁ1:—2+mn+1ﬂw
Ainsi
b:—%+2h:2—g Q=—%+35:6—§.
3)On a

8
T=—I3+2— I = - —3.
e

Solution 18. On a

_ [ nz)" dr = [z.(lnz)"¢ —n ’ nz)" ! dz.
L= [ 1ma)" do = fn.ma)) =0 [ (na)ta

Ainsi
I,=e—nl, 1, n>1.

Posons u,, = % On a

e
Up = — + Up_1
n!
D’ou
. e e T
Un, .
n!  (n—1)! 2
Par récurrence, on a
1 1 (=)! n
un:6<n!_(n_1)!+.-.+1! +(_1) uo,

avec ug = Ip = e — 1.
Enfin

I, =n!u, =nle i 7(_1)n—k + (=1t

n=n!u, =n! i )
k=0

2)OnavVneN:I,>0.0r I, =e—nl,_1 >0,dou

e
0 < Infl < -—.
n
Par passage a la limite, on a
lim I, =0.
n—-+oo

Solution 19. 1) On distingue deux cas :
ler casa#b: On a

Ainsi

2éme cas a=b: On a

+o0 1
I = — dx.
! A @+a2

On effectue le changement de variable x + a =t pour avoir

oo -1 1
_ _ +oo __
h*/ g A=l =0

a

2) On discute suivant « :
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lercasa>1: Ona

L’intégrale converge.
2éme cas a < 1: On a

1

I, = lim
S —a+1

(z7oT — 1) = +o0.

L’intégrale diverge.

3éme cas a=1: On a
Iy = [In 2] = +oo0.

L’intégrale diverge.

3) On fait le changement de variable ¢t = 22, puis on intégre par parties :

1 [T Int 1[It ]t 1 />
I; = - —  dt=—- | — + = -
4/, (1+1¢)? 4 [1+4+t], 4 ) t1+1)
1 t 17 2
= Z|ln—o ==
40 1+t], 4

4) Le trinome peut s’écrire comme 2% + x + 1 = (x + 1/2)? + 3/4. D’ou

d 2 2+ 1
I4:/ * — arctan( s ).

(z+1/22+3/4 3 V3
Ainsi . {2 t (2x+1)]+002(7r7r)27r
4= \/garcan \/g . 7\/§2 6 73\/5.

5) La décomposition donne

1 _A.B_C
22(x+1) 22 x  x+1

avec A=1,B=—-1let C=1.Don
dzx dxr dzr 1 z+1
=[] —5—-[]—+ =——+In| |
T T r+1 T T

1 r4+11"
]5:|:—z+1n| |:|

Ainsi

=1-1In2.

z 1

Correction des exercices du Chapitre 8

Solution 20. 1) L’équation sans second membre est (Fp) : ¢y’ +2xy = 0. La solution
générale de (Ep) est
T )\e_“‘2,)\ € R.

Il est évident que y = 1 est une solution particuliere de (E).
Ainsi la solution générale de (E) est

m»—>)\e_””2+1,)\€R.

2) L’équation (E') est définie pour z € R. L’équation sans second membre est (E{) :
a2y’ — 2y = 0. La solution générale de (E{) est

z— A2 A eR.
Une solution particuliére de (E’) obtenue par la méthode de variation de la constante

est y(z) = 2.

Ainsi la solution générale de (E') est

2
xHx\xQ—g\/E,)\ER.
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Solution 21. On a

1
Yy +ay+ (@ =)y’ =0,

Posons Z = y' =3 = y~2. L’équation s’écrit

Y z 2 1,

(On a divisé par y?).

Ainsi 7 )

_Z Z=_—z24 8.1

5 + 1z e+ 5 (8.1)
L’équation sans second membre associée est
7 — 227 =0;

sa solution générale est Z(z) = )\e”“'Q, avec A € R.

Une solution particuliére de (11.2) est z — —z.
Enfin, la solution générale de (11.2) est

x»—>)\em2—x, AeR.

On conclut que la solution générale de ’équation de Bernoulli est

+1
y(z) = ———, AER
et —x

Solution 22. Posons Y = y — y1, donc y = Y + y;. Puisque y est solution de
I’équation de Riccati, alors

Y + 1) =a@) (Y +31)* + b(z)(Y + 1) + c(z)

ou, en développant,

a(@)[Y? 4+ 25 Y +yi] + b)Y +y1) + c(x)
= a(@)Y?+ [b(x) + 2a(x)n]Y + a(x)yi + b(z)ys + c(x)

Y+

ou encore
Y' = a(z)Y? + [b(z) + 2a(z)y1]Y-
C’est une équation de Bernoulli. Pour la résoudre, on pose Z = 1/Y =Y L.
2) Soit I'équation y'—(z—y)?+1 = 0. Une solution particuliére affine est = — r+/2.

Utilisons le changement de variable Z = % = m ;on a

Z'+2V2Z24+1=0;

sa solution générale est
—2\/51 _ 1 .
2V2

On conclut que la soltion générale de ’équation de Riccati est

T Ae

1

—2v2z _ _1_°
Ae 22

x'—>m+\/§+

Solution 23. 1) L’équation caractéristique 7> — 3 = 0 admet les deux racines 0 et
3. La solution générale de I’équation sans second membre y” — 3y’ = 0 est

r+— A+ Be®, A BeR.
Une solution particuliére de (E) est de la forme x +— (Az+ p)e®. Aprés calcul, on trouve

A= —3 et p=—1%. Ainsi la solution générale de (E) est

1
w»—>A+Be3m+(—£—1)e‘”, A,BeR.

4
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2) L’équation caractéristique r* + 3r + 2 = 0 admes les deux racines —1 et —2. La
solution générale de I’équation sans second membre 3" + 3y’ + 2y = 0 est

z— Ae ™ + Be ?*, A,BeR.

Une solution particuliére de (E’) est de la forme x — (A\x + p)e?®. Aprés calcul, on

trouve A = % et u = —-. Ainsi la solution générale de (E') est
xr—>Aef‘r+B672x+(£ - l)ezz A, BeR.
2 24 ’ ’

Solution 24. 1) L’équation sans second membre est
(1+2)y +y=0;

sa solution générale est x — e~ 3T ayec X € R.
Une solution particuliére de ’équation avec second membre est = — arctan (z) — 1.
Enfin, la solution générale de 1’équation avec second membre est

x > arctan(z) — 1 + e 20T N € R,
2) La solution générale est
z—u(z)—1+ X @ XeR.
Solution 25. 1) De la relation
y=z+e*,
on déduit, par dérivation des deux membres,
Y =2 4 2e%*.
En substituant dans (E) ces valeurs de y et ¢/, il vient
2(2 4 2€%%) 4 z + ** = 5e**,

ou, aprés simplification,

(Ey) : 22/ +2=0.
2) L’équation (F7) pouvant s’écrire ainsi
z
!
2=z,
2
sa solution générale est donnée par
z=Xe 2,

avec \ une constante arbitraire.
La solution générale de I’équation (E) est donc

y=Xe % +e27,
Solution 26. 1) On pose
Yy==z-+acosx ;

on a
y' =2 —asinx et y’' =2"—acosx.

En portant dans 1’équation (E), on trouve
2" —acosz +4(z+acosx) = 3cosz,

ou bien
2"+ 42 =3(1 —a)cos .

Si on prend a = 1, cette équation se réduit a

(By): 2'+4z=0.
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2) La solution générale de ’équation (E4) étant z = Acos2x + Bsin 2z, celle de
Péquation (E) est
y = Acos2x + Bsin 2z + cosz.

Par ailleurs, on a
y = —2Asin 2z + 2B cos 2x — sin .

En exprimant que y(0) = 0 et /(%) = 0, il vient

0 = A+1 o A = -1
0 = —2B-1 ‘" 1B = -1
La solution cherchée est donc y = — cos 2z — %sin 2z 4 cosz.

Solution 27. 1) Onay =e” et y’ =€, donc
y" — 4y + 3y = e — 4e” + 3¢ = 0.
2) De la relation y = ze®, on déduit
Yy =7e" 4 ze” = (2 + 2)e”

et
Y= () (4 D) = (2 + 28+ ),

donc
y' =4y + 3y = [(2" + 22" +2) — 42" + 2) + 3z]e” = (2" —22")e”

par conséquent, ’équation cherchée est
(Ey):  2'—2=0.
- Une premiére intégration donne
2 —22=2A ou ' =2(z+A4),

ou encore
(z+A) =2(z + 4),

avec A une constante arbitraire.
Une seconde intégration donne
z+ A = Be**,

Soit enfin, en changeant la constante A en —A,
z = A+ Be**.
La solutin générale de (E7) est
y = ze® = (A4 Be?®)e”,

ie.
y = Ae” + Be’®.



