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Apresentacao

Caro estudante,

Este material foi elaborado especialmente para vocé, estudante do Ensino
Médio que esta se preparando para ingressar no Ensino Superior.

Além de todos os recursos do Conecte LIVE, como material digital integrados
ao livro didatico, banco de questdes, acervo de simulados e trilhas de aprendi-
zagem, vocé tem a sua disposicdo este Caderno de Estudos que o ajudara a se
qualificar para as provas do Enem e de diversos vestibulares do Brasil.

0O material foi estruturado para que vocé consiga utiliza-lo autonomamente,
em seus estudos individuais além do horéario escolar, ou sob orientacado de seu
professor, que podera lhe sugerir atividades complementares as dos livros.

Para cada ano do Ensino Médio, hd um Caderno de Estudos com uma revisao
completa dos conteldos correspondentes, atividades de aplicacao imediata dos
conceitos trabalhados e grande selecao de questoes de provas oficiais que
abordam esses temas.

No Caderno de Estudos do 3%ano, ha ainda um material complementar com
o qual, ao terminar de se dedicar aos conteldos destinados a esse ano escolar,
vocé poderd se planejar para uma retomada final do Ensino Médio! Revisoes
estruturadas de todos os conteldos desse ciclo sdo acompanhadas de simu-
lados, propostos para que vocé os resolva como se realmente estivesse parti-
cipando de uma prova oficial de vestibular ou do Enem, de maneira que consi-
ga fazer um bom uso do seu tempo.

Desejamos que seus estudos corram bem e que vocé tenha sucesso Rumo
ao Ensino Superior!

Equipe Conecte LIVE!




Conheca este Caderno de Estudos

binatéria
e probabilidade

V7 Reveizoqueaprendes [N

__)) Reveja o que aprendeu

Nesta secao, os principais conceitos
de cada tépico de conteldo do livro sao
apresentados de maneira resumida, para
que vocé tenha a oportunidade de, sempre
que desejar, retomar aprendizagens que
vem construindo ao longo do segundo ano
do Ensino Médio.

50, 3,2, .. 3). em que:

Sen =0, entao 0= 101
E =100
=2-.03020 100

e 08

— Aplique o que aprendeu
"W Exercicios resolvidos

1 tom 12 ol gular de atura 7 cm, cuja base éum

2 em e um dos catetos tem mecida 12.cm.

Solugio:
Como o pentigono tem &
iamos 12-5 = 60 arest:

Aplique o que aprendeu {(

Depois de retomar os conceitos no Reveja o que aprendeu,

é o momento de aplicar esses conceitos resolvendo am
atividades. A secio se inicia com Exercicios resolvidos, .
que trarao uma solucao detalhada de uma questao. | | E
Em seguida, haverd uma selecdo de atividades para L U S
vocé resolver. Ao final da secao, registre a quantidade SR u%if;}";fﬁféfﬁ"”

Sélidos equivalentes s30 slidos que tém mesma
volume

ol

de acertos que vocé teve em relacao ao total de atividades.
Se 0 seu desempenho estiver aquém de suas expectativas,
verifiqgue em quais paginas do seu livro-texto os
conceitos sao trabalhados e procure retoma-los,
individualmente ou em grupos de estudo, F———
dedicando mais tempo para se aprofundar neles. .

Iw?i

0 outro cateto da base mede V2T —1Z =
.

me 20 cm.
16-7+12.7+20-7 =36 e’
=2 AT A

=29 + 3% = S2emt

VoA h=96-7=72cm

Cuja sresta da base mede 2

_)) Rumo ao Ensino Superior

Esta secao apresenta uma selecao
de atividades que envolvem contetdos
estudados ao longo de todo o primeiro
ano do Ensino Médio. Vocé encontrara
questdes do Enem e de diferentes
vestibulares do Brasil.

us ope:  pela grfica atende 2o de-
sejo da empresa?
all Bl anAv e
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Ceien Trigonometria na circunferéncia,

1 trigonometria em um triangulo
qualquer, fungdes trigonomeétricas
e transformacdes trigonometricas

Y/ Revejao que aprendeu
capaz de:

» Determinar o comprimento de um arco.

» Converter graus para radiano, e vice-versa.

» Identificar a circunferéncia trigonométrica.

» Reconhecer as razées trigonométricas na circunferéncia trigonométrica.

» Aplicar a relacdo fundamental da trigonometria.

» Resolver problemas envolvendo as razdes trigonométricas.

» Resolver problemas utilizando o teorema dos senos e o dos cossenos.

» Reconhecer a periodicidade das funcdes trigonométricas.

» Determinar o periodo, 0 dominio e a imagem de uma funcao trigonométrica.
» Aplicar transformacdes trigonométricas.

» Construir e analisar gréaficos de funcdes do tipo: y = a + b - sen(px + g} (ou cosseno).

-

Trigonometria na circunferéncia

Medida e comprimento de arco

A medida de um arco é igual a medida do angulo central correspondente.

B

med(AOB) = 120°
Dizemos que o arco AB mede 120°.

Banco de imagens/Arquivo da editora

A medida linear de um arco refere-se ao seu comprimento. Quando retificamos um arco
de circunferéncia, obtemos um segmento de reta cuja medida é igual ao comprimento do
arco, que é medido em centimetros, metros, milimetros, quildmetros, etc.
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Como o comprimento de uma circunferéncia é 2nr, pode-
mos determinar o comprimento de um arco por uma regra
de trés. Observe o exemplo:

{275-6—360" L dn
x —— 40P 3 /\

Banco de imagens/Arquivo da editora

~~

Assim, o comprimento de AB é %[ cm.

Unidades de medida de arcos e angulos

Ao tratarmos da medida de um arco, adotamos o grau (°) ou radiano (rad).
Submultiplos do grau:

e 0 arco de 1 minuto (indica-se 1') corresponde a % do arco de medida 1°, ou seja,

1°= 60"
e (O arco de 1 segundo (indica-se 1") corresponde a 6_10 do arco de medida 1', ou seja,
1" = 60"
1 radiano é a medida de um arco cujo comprimento é igual ao raio da circunferéncia
correspondente.
A 5
< BI g},
£
B

O arco AB, acima, bem como seu angulo correspondente A@B, mede 1 rad.

Conversao de grau para unidade de medida de arco

2nrad @ —— 360°
nrad —— 180°
% rad —— 90°
% rad —— 60°
% rad —— 45°
1 rad —— =57°18

Relacdo entre a medida de um arco (em radianos) e seu comprimento

A

¢ o: medida do arcoemradianos p
o.=— em que y€:comprimentodo arco ‘
r . . . N
r:medidadoraiodacircunferéncia

Banco de imagens/Arquivo da editora
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A circunferéncia trigonométrica

Observe a circunferéncia trigonométrica a sequir.

Banco de imagens/Arquivo da editora

Centro: 0 (origem do sistema de coordenadas)
Raio: 1

A1, 0): origem de todos os arcos tomados nessa
circunferéncia

Sentido positivo: anti-horario

Comprimento: 2 -+ 1=2n

Ndmeros reais associados a pontos da circunferéncia trigonométrica

Vamos associar a cada numero real x, 0 < x < 2x, um Unico ponto P da circunfe-

rencia trigonométrica, de modo que:

e sex =0, oponto P coincide com o ponto A(1, 0);

e sex >0, descrevemos, a partir de A, no sentido anti-horario, um arco de comprimen-
to X e medida x rad, cujas extremidades sao A e P.

Banco de imagens/Arquivo da editora
[0

p O comprimento do arco

S AP & x. A medida do
’ arco AP é x radianos.

!)/A(LO)

x=0 x>0
Observe a associacdo seguinte:
) C
g3 1
2 B
3 0|A B C E
T\D 6 0 12 3n 4 38r5 6 2n
2 2
4 5
3r |E
2
Simetrias

Considerando um arco de medida X radianos (0<x<%) e P sua imagem na circunfe-

réncia, temos:

P'é imagem
dem—a

PH
P" & imagem
dem+ o

Banco de imagens/Arquivo da editora

P" é imagem
de 2n — a




Razoes trigonométricas

Seno

Seja P um ponto da circunferéncia trigopnométrica, imagem de um nimero real o, 0 < 0. < 27
Definimos o seno de o. como a ordenada do ponto P:

sen o= ordenada de P

Banco de imagens/Arquivo da editora

med (AT?) =arad
med (AOP) = o rad

Como o raio da circunferéncia trigonométrica é unitario, temos que, para todo
o €10, 2n], =1 < sen o < 1, uma vez que a ordenada de qualquer ponto da circunfe-
réncia trigonométrica variade —1a 1.

Valores notaveis

e sen0=sennm=sen?2n=0

I

2
. oy * *
Seﬂ2— 0

2n
3n
e sen—=—1 -

Banco de imagens/Arquivo da editora

Cosseno

Seja P um ponto sobre a circunferéncia trigonométrica, imagem do nimero real
o 0=<o=<2m

Definimos o cosseno de o. como a abscissa do ponto P:

cos o, = abscissa de P

Cos o

Banco de imagens/Arquivo da editora

by
o

med (A-E’) o rad
med (AOP) = o rad

Observe que —1 < cos x < 1; para todo x € [0, 27

Valores notaveis

e cosO=cos2n =1
3n

T
2
+
e cos Lt =cos 2 = 0
2 2 " Jzn
+
3n
2

cos

e cosm=—1 -

Banco de imagens/Arquivo da editora
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Reducao ao 12 quadrante

. 27 27

Vamos determinar os valores de sen ? e cos T:
sen %
2n x 2
3 3 <
hE H
2 3
0 cos ¢

m 1 O 1 2n
2 2
[e]
Observe que ZTT[ rad = 2 1380 = 120°.

-
3

21 Tt\/g

* sen— =sen— = ——
3 3 2

Comom — 2% (ou 60°), temos:

n__1
3 2

27
® COS —— = —C0s

Relacoes entre seno e cosseno

Relacao fundamental da trigonometria
sen?0. + cos?o. = 1, para todo o € [0, 27

Arcos complementares
senx=cos(%—x) e COSX=S€‘H(%—X)

O eixo das tangentes ¢ obtido ao se tan- ig
genciar, por uma reta vertical, a circunferéncia

Tangente

no ponto A(1, 0). O ponto A é a origem do eixo

B
das tangentes, e seu sentido positivo (para /
P

cima) coincide com o do eixo dos senos. T
tg x = med (ﬁ) a tga
(0] A cos
T

Medida algébrica do segmento

e SeTestdacimade A= med(ﬁ) >0

e Se Testd abaixo de A = med(ﬁ) <0

-/ 70  CADERNODE ESTUDOS
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Valores notaveis L

2 g %
e tg0=tgn=1tg2n =0 3
T - + <
+ oy 0 .|
T on £
3n + - 3
(] ﬂt _— e
g ? &

3n

2

Exemplo:

Vamos determinar, por reducao do 12 quadrante, o valor de tg 7Tn

= 315°

Observe que v rad = 7-180
4 4

Vo T Vo T
— =— (ou 45°), temos: tg— = —tg— = —1
4( ) 9-, 97

Como 21 —

Relacdo entre tangente, seno e cosseno

SeaERO<o<2m o+ ea#%t,valearela(;éo:

sen o
tg = ===
Cos O
Outras razoes trigonometricas
cotg><=M csenx #0
sen X
secx = ;cosx #0
COS X
cossec x = ;senx #0
sen X

Trigonometria em triangulos quaisquer

Teorema dos senos

As medidas dos lados de um triangulo sdo proporcionais
aos senos dos respectivos dngulos opostos, e a constante de
proporcionalidade ¢ igual a medida do diametro da circunfe-
réncia circunscrita a esse tridngulo.

aAz bA= CA=2R B 5
sen A senB  senC

TOPICO 1 | TRIGONOMETRIA NA CIRCUNFERENCIA, TRIGONOMETRIA EM UM TRIANGULO QUALQUER, FUNCOES TRIGONOMETRICAS E TRANSFORMACOES TRIGONOMETRICAS 11 ‘
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Teorema dos cossenos

Em todo triangulo, o quadrado da medida
de qualquer lado é igual a soma dos quadra-
dos das medidas dos outros dois, menos o
dobro do produto da medida desses lados
pelo cosseno do angulo por eles formado.

a?=b2+c2—2-b-c-cosA

Area do triangulo

Em qualquer tridangulo, a area ¢ igual ao semiproduto das medidas de dois lados pelo
seno do angulo por eles formado.

Banco de imagens/Arquivo da editora

Area — a-c-senB

Essa formula é Gtil quando sao conhecidas as medidas de dois lados de um tridngulo e
o do dngulo formado por esses lados.

FuncGes trigonométricas

A cada nUmero real estd associado um ponto da circunferéncia.

Seja x € R. Como podemos determinar o ponto P, imagem de x?
e Se x >0, partimos do ponto Al1,0) e percorremos, no sentido anti-horario, um arco
de comprimento x (e medida x rad), cujas extremidades sdo A e P.
Exemplo:
L 191
P é imagem de x = 3 Observe que:

9n _18n |, =« b T
=20 4 = T 4+ =
3 3 3 swms 3

completas

Banco de imagens/Arquivo da editora
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e Se x < 0, partimos do ponto Al1,0) e percorremos, no sentido horario, um arco de
comprimento [x|, cujas extremidades sdo A e P.

Exemplo: Q é imagem de x=—37n
O arco AQ tem comprimento igual a —37“ = 37“

Banco de imagens/Arquivo da editora

N
%

e Sex =0,aimagem P é o préprio ponto A.

Outra opcédo é trabalhar com a medida do arco em graus.

Por exemplo, para determinar a imagem P de x = 125m , lembramos que a esse nimero
real estd associado um arco de medida:
1251 rad = 125-180 — 3750°
6 6
Py [
e 100 s
3750°| 360° AR
L 10
150°

Expressao geral dos ndmeros reais associados a pontos da circunferéncia

De modo geral, possuem imagem em P todos os nimeros reais da forma:

T , L
> + k - 2w, sendo k um nUmero inteiro.

Todos os arcos assim construidos tém extremidades em A e P. Eles sdo chamados
arcos congruos.

TOPICO 1 | TRIGONOMETRIA NA CIRCUNFERENCIA, TRIGONOMETRIA EM UM TRIANGULO QUALQUER, FUNCOES TRIGONOMETRICAS E TRANSFORMACOES TRIGONOMETRICAS 13



Sejam dois pontos diametralmente opostos da circunferéncia trigonométrica, P e Q.

, . , T
Por exemplo, o niumero real X, em que 0 < x < 2m com imagem em P é x = ?

Assim, a expressao que representa todos os nUmeros reais com imagem em P ou Q é:

{xeR‘x:%H-n;kez}

P

Banco de imagens/Arquivo da editora

Observe que:

o sek=0:x=£(P);sek=1:>x=£+7t=3—n(0)
2 2 2
T T
° k=—1=2x=——-—n1=—-—-0Q):
se ) 2().
e sek= —2:>X=%—27T=—37n(|°),eassim por diante.

Funcoes periodicas

Uma funcao f: A — B é periddica se existir um nimero real positivo p tal que
f(x) = f(x + p), Vx € A.
O menor valor positivo de p é chamado de periodo de f.

Funcao seno

Denominamos funcao seno a funcao f: R —» R, que associa a cada numero real x o seu
seno, isto é, f(x) = sen x.

Observe, abaixo, um periodo (de 0 a 2n) “detalhado” do gréafico de f:

2\1 ---------- senoide 5
2T T g
2 e : b 3
A I N I R R A 7m 5w 4w 3w 5m 7w 1im
> N 6 4 3 2 3 4 6 3
0 mmm m 2m3mbw Lo | ! x
643 2 3 4 6 Lo 5 5
71 ____________________________________ .

Esse gréafico recebe o nome de senoide.
e D=R

o Im=1[-1,1]

e Periodo = 21

CADERNO DE ESTUDOS



Funcao cosseno

Chama-se funcao cosseno a funcao f: R — R, que associa a cada nimero real x o seu
cosseno, ou seja, f(x) = cos x.
Observe, abaixo, um periodo (de 0 a 27) “detalhado” do gréafico de f:

y §

% 1 cossenoide 8
V2 _~|i: > 57 g
21/ 3t &
2 /

4

Esse gréafico recebe o nome de cossenoide.
e D=R

o Im=1[-1,1]

e Periodo = 21t

Periodo
Sejam ¢ e d nimeros reais, com ¢ # 0. A funcdo definida por y = sen (cx + d) tem
periodo p dado por p=2—n.

g

0 mesmo vale para a funcdo y = cos (cx + d).

Exemplos:

O periodo da funcao h: R — R dada por h(x) = cos (2x) é p= ‘277‘[ =T,

e (O periodo da funcdo g: R — R dada por g(x) = =3 - sen (% + %) ép 221—n =47,
B

Efeitos da alteracao do periodo no grafico

Sejam g: R — R dada por g(x) = cos x, cujo periodo é 2, e h: R — R dada por h{x) = cos(2x),
cujo periodo é g

Compare os graficos das funcoes g e h a seguir, tracados em um mesmo sistema de
coordenadas, com o auxilio do GeoGebra.

Reproducao/<www.geogebra.org>

O gréfico de h é obtido “comprimindo-se na horizontal” o grafico de g.

TOPICO 1 | TRIGONOMETRIA NA CIRCUNFERENCIA, TRIGONOMETRIA EM UM TRIANGULO QUALQUER, FUNCOES TRIGONOMETRICAS E TRANSFORMACOES TRIGONOMETRICAS 15 ‘
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Se o periodo fosse maior que 2w, como na funcaoy = cos(%) (o periodo é 41), o grafico

obtido corresponderia a uma “dilatacao na horizontal” do gréfico de g.

Efeitos sobre o conjunto imagem

Naleiy=a+b-cos(cx+d)ouy=a+b-sencx + d), osvalores de a e b influenciam
o conjunto imagem da funcao.

Sejam f e g funcdes de R em R dadas por f(x) = sen x e g(x) = 3 - sen x.

O conjunto imagem de f é [—1, 1]; o conjunto imagem de g é [-3, 3].

O gréfico de g é obtido a partir do gréafico de f, “alongando-o na vertical

y

Banco de imagens/Arquivo da editora

Podemos determinar o conjunto imagem dey = —3 + 5 - sen (3x), por exemplo, sem
construir o gréafico:

—1<senBx)<1=-5<5-sen(3x)<5=-3-5=<-3+5-sen(3x) < =3 + 5, isto é,
—8 <y =<2eoconjuntoimagem ¢ [—8, 2].

Funcao tangente

Denominamos funcao tangente a funcao f: D — R, que associa a cada nimero realx € D
o nimero real tq x, isto é, f[x] = tg x.

Observe o gréafico da funcao tangente, que recebe o nome de tangentoide.

y : .
i i i tangentoide | !

Banco de imagens/Arquivo da editora

. Dz{xER x¢§+kn;kel}

e mf=R
e Periodo =n
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Transformacoes trigonométricas
Adicao e subtracao

Dados os niumeros reais a e b valem as relacoes:

cos(@a+b)=cosa-cosb—sena-senb
cos(@a—b)=cosa-cosb+sena-senb
sen(a+b)=sena-cosb+ senb - cosa

sen(@a—b)=sena-cosb —senb-cosa

T—tga-tgb

T+tga-tgb

Com auxilio dessas féormulas é possivel, por exemplo, calcular sen 105°, cos 105° e tg 105°:
e sen 105° = sen (60° + 45°) = sen 60° - cos 45° + sen 45° - cos 60° = g . g + g %

V3 N2 2 s
3 2

e cos 105° = cos(60° + 45°) = cos 60° - cos 45° — sen 60° - sen 45° =

Vo +42
. tg1050 = Sen105° _ 6: : _24e 24s _2+2fn+6 _s+aiz s+l 7
’ cos105° o —J5 V2 -6 2+ (\/5)2_(\/2)2 —4 —4

4

1.2
2 2

Razoes trigonométricas de 2a
Considerando 2a = a + a, a € R, temos que:

2tg
sen (2a)=2-sena- cosa cos (2a) = cos’a — sen’a tg (2a) = 1— tgaZa

Transformacao em produto

+ — —
Senp+senq=25enp2q-cosp2q senp—senq=25enp q‘COSp;q
— + —
COSp‘f‘Cosq=2COSp——f_q'COSu COSp—Cosq=—25enp q'senp g
2 2 2 2
sen(p+q sen(p —q)
COSp-Cosq COSp-Cos(q
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Equacodes trigonométricas fundamentais
De modo geral, quase todas as equacdes trigonométricas se reduzem a uma destas trés:

sen x = sen o COS X = CO0S O tgx =tg o

em que x é a variavel real e o € um ndmero conhecido.

Por exemplo, vamos resolver em [0, 27

3

® senx=—
2

sen

Banco de imagens/Arquivo da editora

cos

Banco de imagens/Arquivo da editora

Banco de imagens/Arquivo da editora

g m
6 b

Solucao geral de uma equacao
Por exemplo, vamos resolver em R: sen
e sen(4x) =0
x =0+ km keE”Z
_k-m
X =
A

Banco de imagens/Arquivo da editora

S:{XER xz%;kel}
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e cossec?x = 2 cotg x

1 0 COS X

nla

> ;senx #=0
sen” x sen x

1 =72senxcosx
1 = sen (2x)

Banco de imagens/Arquivo da editora

2x=%+k-2n=>5={xE[R?

£+k-n;kez}
A

Solucoes em determinado intervalo

Por exemplo, vamos resolver em [0, 7] cos (3x) = %
3x:i%+k~2n:>x=i%+k-2?n(*)(Solugéogeral) /

cos

Banco de imagens/Arquivo da editora

A partir de (*), determinamos as solucoes em [0, n]:
k=0=x= % (serve) ou x = —% (ndo serve)
k=1=>xZ%-F%:%[(serve)oux=—%+2?n=57n(serve)
k=2:x=l+4—n>n(néoserve)oux=—£+4—n=ﬁ>n(néoserve)
9 9 3 9
g—)m 7n om
9" 9" 9

Y/ Aplique o que aprendeu
B\ Exercicios resolvidos

1.0 comprimento do arco AB é 5 cm. Determine a medida o, em radianos.

vs)

Solucao:

Banco de imagens/
Arquivo da editora

)

|
N | on

>

Observe que 2,5 rad = 143°.

2.Dados tgx = —% e % < x < 1, determine o valor de sen x.
Solucao:
_ 4 senx _ 4 __ 3senx
tgx =——= =—— > C0SX=————
3 COoS X 3 4

Usando a relacao fundamental:

=1:>senx=ii
5

2
3senxj - 25sen” x

2 2 2
sen’x +cos'x =1= sen X+(—

. 4
Como x esta no 22 quadrante, temos senx = —.

: )
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3.0bserve a figura abaixo e determine as medidas
xeR.

Banco de imagens/Arquivo da editora

Solucao:
0 angulo C mede 180° — (75° + 45°) = 60°.
2 X

= = 2R, isto é:
sen 45° sen 60°

4.Na figura, o triangulo MNP ¢é isésceles de base
PN. Sabendo que MN = 2 cm, determine PN.
P

\7

Banco de imagens/Arquivo da editora

M

Solucao:
Como o triangulo é isésceles, temos:
PM =MN=2cm
med(PNM) = 15° = med (PMN) = 150°
Dai:

2 2 2
(PN) = (PM) +(MN) - 2'(PM)~(MN)~cos150°

(PN)2=22 + 2 -2.2-2-cosl50°

3

2
(PN) =8—8-cos 150% cos 150° = —cos 30° = ———

(PN)2=8—8-(—£] :

2

(PNI=4-(2+V3) = PN= 42+ 3) =
=PN=2-y2+3cm

5.Na figura, determine o valor de tg B.

3
13 g
2 /\ %
= o 3
A 2 &
Solucao:
No AABC, vem:

132=52+(AB)2=>AB:12cm

tg o+ B) =4 =201

No AABD, temos:

tgo=—x=-"=
T 12 8
__tgo+tgf *) o (F*
Comotglo+pB)=—2"—2— de(*) e vem:
g (o +p) g e e
1
—+t
SR S2+12tgp=5-29B
20— Tigp
6
18
=tgp=—
g -
6.Qual é o valor de sen 22°30'?
Solucao:

Note que 2 - (22°30') = 45°. Podemos ent&o utili-
zar a férmula do arco duplo:

cos (2 - 22°30") = cos’(22°30") — sen’ (22°30") =
CoE e U
/Relacao fund
= cos 45° = 1— sen’(22°30") — sen’(22°30') =
= 2sen’(22°30") = 1— cos 45° =
2 2—2

:>2sen2(22°30')=1—7:>Senz(22°30')=T:>

= sen(22°30) = \/2 —4\5 — «/2 -2

2

7.Quais sao o periodo, o dominio e o conjunto ima-
gem da funcaoy = sen (3x) - cos (3x)?
Solucao:
y = sen (3x) - cos (3x) = 2y = 2 sen (3x) - cos (3x) =
0]
2y = sen (6x) =y = % - sen (6x)
D=R;
Dai: Im = {—% %} pois min. e max. de sen (6x)

sdo —1 e1;operfodoé2—n=£
6 3



B\ Questdes

(UM (Insper-SP)

Na figura abaixo, em que o quadrado PQRS estd inscrito na circunferéncia trigonométrica, os arcos AP

~~

e AQ tém medidas iguais a o e B respectivamente, com 0 <o <P <.

p
Q o

Reproducao/Arquivo da editora

)

S

Sabendo que cos . = 0,8 pode-se concluir que o valor de cos 3 é
al -0, 8.

b) 0, 8.

c) =0, 6.

d 0, 6.

e] -0, 2.

(WA (EsPCEX-SP)

Os pontos P e Q representados no circulo trigonométrico ao lado y
correspondem as extremidades de dois arcos, ambos com origem
em (1, 0), denominados respectivamente o e f medidos no sentido
positivo. O valor de tg (o + P) é

Reproducao/Arquivo da editora

o) 3+43
3 1

b) 3-43 i
3

) 2+43
d) 2—43
el —1+«/§
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(e (Ufal)

Considere que:
- Os raios de Sol incidem paralelamente sobre a Terra.
- O planeta Terra é uma esfera cuja linha do Equador tem 40.000 km de perimetro.

Na figura a seguir sdo representados os raios solares incidindo nos pontos P e Q da linha do Equador
do planeta Terra e sdo indicadas as medidas dos angulos que esses raios formam com as normais a
superficie terrestre nesses pontos.

Reproducao/Arquivo da editora

O comprimento do arco PQ, que corresponde @ menor distancia de P a Q, em quilémetros, é igual a
a) 11000 c) 10666 e] 9000
b) 10880 d) 10444

(A (Unisc-RS)
Seja sen(x) + cos(x) = a e cos(x) - sen(x) = b. Podemos entdo afirmar que
ala+b=1 da?—2b=1
b)a?+b =1 ela?+ 2b =1
cJa+b2=1
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(& (UFPR)

Um recipiente, no formato de hemisfério, contém um liquido que tem profundidade méaxima de 5 cm.
Sabendo que a medida do didmetro do recipiente é de 20 cm, qual o maior angulo, em relacdo a hori-
zontal, em que ele pode ser inclinado até que o liquido alcance a borda, antes de comecar a derramar?

Reproducéo/Arquivo da editora

al 75°. c) 45°. e) 15°.
b) 60°. d) 30°.
(" (UFRGS-RS) A B
oL

Na figura ao lado, o retangulo ABCD tem lados que medem 6 e 9.
Se a area do paralelogramo sombreado é 6, o cosseno de o é
3 o 8 6

c :

al

Reproducao/Arquivo da editora

4
4

b) d)

3
=
2
3

(&2
Ol
(@)
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(PUC-PR)

0 termo acessibilidade significa incluir a pessoa com deficiéncia na participacao de atividades. Um
exemplo é o acesso para cadeira de rodas através de rampas. A Associacao Brasileira de Normas Téc-
nicas (ABNT) regulamentou a construcao dessas rampas. Ainclinacdo com o plano horizontal deve variar
de 5% a 8,33% de acordo com a tabela abaixo.

Desnivel | Inclinacao maxima
Mais de T m 5%
De80cmalm 6,25%
Até 80 cm 8,33%

Suponha que seja preciso construir uma rampa para um desnivel cuja altura é de 0,90 m. De quanto
deve ser o afastamento minimo, a fim de que essa rampa fique de acordo com o regulamento estabele-
cido pela ABNT?

a) 14,4 cm b) 69 cm c) 1,44 m d) 6,9 m e) 14,4 m

(A (Uece)

As diagonais de um retangulo dividem cada um de seus angulos internos em dois angulos cujas medidas
sao respectivamente 30° e 60°. Se x é a medida do maior lado e y é a medida do menor lado do retan-
gulo, entdo a relacao entrexey é

al x> =4y’ =0 b) x* — 2y =0 c)x?2—6y?=0 dl x> =3y?=0

(A (UFMOE) A B

Observe esta figura ao lado.

Nessa figura, o quadrado ABCD tem éareaigual a 1; o tridngulo BPQ é equi- p
latero; e os pontos P e Q@ pertencem, respectivamente, aos lados AD e CD.

Assim sendo, a area do triangulo BCQ é

[(\/5)_1]_ b) (2+\/§).
2

2

b-&)  ,6-4)

2) == 7 o

CADERNO DE ESTUDOS
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(NI (UFPI)

Em um tridngulo, um dos angulos mede 60° e os lados adjacentes a este angulo medem 1cme2cm. O
valor do perimetro deste tridngulo, em centimetros, é:

al 3445 b) 5+v3 c) 3+43 d) 3+47 e) 5+47

(KA (UEMG)

Observe a figura:

Tendo como vista lateral da escada com 6 degraus, um tridngulo

Reproducao/UEMG

retangulo isdésceles de hipotenusa J1o metros, Magali observa que
todos os degraus da escada tém a mesma altura.

A medida em cm de cada degrau, corresponde aproximadamente a:
al 37 c) 75
b) 60 d) 83

(A (UEL-PR)

Analise a figura ao lado.

A questao da acessibilidade nas cidades é um desafio
para o poder publico. A fim de implementar as politicas
inclusivas, a Associacao Brasileira de Normas Técnicas
(ABNT) criou normas para acessibilidade arquitetdnica e
urbanistica. Entre elas estao as de construcdo de rampas
de acesso, cuja inclinacao com o plano horizontal deve
variar de 5% a 8,33%. Uma inclinacdo de 5% significa que,
para cada metro percorrido na horizontal, a rampa sobe 0,05 m. Recorrentemente, os acessos por rampas
nao respeitam essas normas, gerando percursos longos em inclinacoes exageradas. Conforme a figura,
observou-se uma rampa de acesso, com altura de 1 metro e comprimento da rampa igual a 2 metros.

Reproducao/UEL, 2014

Se essa rampa fosse construida seguindo as normas da ABNT, com inclinacdo de 5%, assinale a alter-
nativa que apresenta, corretamente, a diferenca de comprimento dessas rampas, em metros.

a) 5 b) 20 o 2+2—1O d) V401 —2 e) V401 +%
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(X (UCS-RS)

Suponha que, em determinado lugar, a temperatura média diaria T, em °C, possa ser expressa, em

funcao do tempo t, em dias decorridos desde o inicio do ano, por T(t)=14+125en(%).
Segundo esse modelo matematico, a temperatura média maxima nesse lugar ocorre no més de
a) julho. d) dezembro.

b] setembro. e] marco.

c) junho.

(Uepa)

A ornamentacdo de carrocerias de veiculos é uma tradicdo antiga que se inicia com o uso de transpor-
tes de carga motorizados no Brasil. A tradicao de decorar carrocerias particulariza e traz personalidade
a cada veiculo por meio de cores, grafismos e elementos visuais pertinentes a cada cultura onde estéo
inseridos. Um dos moldes utilizados para pintar, fabricado em chapa metélica galvanizada e desenho
cortado a laser, esta representado na figura 1 abaixo. Inserindo um sistema cartesiano ortogonal na fi-
gura 1, obtém-se a figura 2, onde estao representadas as funcdes trigonométricas f1, f2, f3, e fA. Nessas
condicoes e considerando que a lei de formacao de cada uma das funcoes representadas na figura 2 sao
dotipoy =f(x) =a + b - sen(cx + d), com a, b, c e d niimeros reais, é correto afirmar que:

\/\%
/\/\/\

Reproducédo/Arquivo da editora

Figura 1: Moldes Figura 2: Moldes no sistema cartesiano
aly=1f(x) =3+ sen(x + 2) dly="f(x) = -3 —sen(x -2
bly =f,x) =3 + sen (x — 2) ely=1f(x) =3 —sen(x -2
cdy=f=-3+sen(x—2
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N (Ucs-Rs)
Para colocar um objeto em movimento e desloca-lo sobre uma trajetéria retilinea por x metros, é ne-

cessario aplicar uma forca de 20 + 10 sen (x) newtons sobre ele.

Em qual dos gréficos abaixo, no intervalo [0, 3], estd representada a relacao entre a forca aplicada e a
distancia, quando o objeto é deslocado até 3 metros?

a) F (newtons) 5 d) F (newtons)
40 : 40
30 3 30
<
20 L 20
10 8 10
s n 3t 2rn x(metros) § L4 n 3t 2n x(metros)
2 2 - 2 2
b) F (newtons) e) F (newtons)
40 40
30 30
20 20
10 10
. ©® 3n 2t x(metros) n m 3t 21 x(metros)
2 2 2 5
c) F (newtons)
40
30
20
10
n n  3n 2r x(metros)
2 2
(NI (PUC-RS)
Na equacdo tan (x) = cot (x) em R, onde 0<x<%, ovalordex é
a) —1 o e) T

n
b) 1 d]z
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( \EA (UFSM-RS)

Cerca de 24,3% da populacao brasileira é hipertensa, quadro que pode ser agravado pelo consumo ex-
cessivo de sal. A variacdo da pressdo sanguinea P (em mmHg) de um certo individuo é expressa em
funcdo do tempo por P(t)=100—20cos [%ttj onde t é dado em segundos. Cada periodo dessa funcéo
representa um batimento cardiaco.
Analise as afirmativas:

I. A frequéncia cardiaca desse individuo é de 80 batimentos por minuto.

[l. A pressdao emt = 2 segundos é de 110 mmHg.
lII. A amplitude da funcao P(t) é de 30 mmHg.

Esta(3ao) corretals)

a) apenas |.

b) apenas | e Il.
c) apenas IIl.

d) apenas Il e lll.
el I, 1lelll

(A (Acafe-SC) A

O triangulo ABC da figura ao lado é retangulo. As medidas, em metros, de
AB e BC s3o (x + 8) e 3x, respectivamente. Se sen 6 — 3 cos6 = 0, entao, a
area do triangulo retdngulo ABC, em metros quadrados, € um numero
compreendido entre:

al 12e13. c) 14 e 5.

bl 13 e 14. d 11e12. o

CADERNO DE ESTUDOS
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(XA (Ucpel-RS)

Setgo. =2 com0<oc<%entéo sen 20 € igual

al

o

b)

W~ oo

c

wlon o o1&~
o

(Wl (UFRGS-RS)

0 periodo da funcao definida por f(x) = sen(3x—%) é

al % c) STE e) 2n

b) 21 d) 1
3

(VAR (UCS-RS)

Suponha que o deslocamento de uma particula sobre uma corda vibrante seja dado pela equacao
s(t)=10+%sen(10nt), em que t é o tempo, em segundos, apos iniciado o movimento, e s, medido em

centimetros, indica a posicao.

Meio segundo apds iniciado o movimento da corda, qual é, em cm, o afastamento da particula da posicao
de repouso?

a) 0 c) 0,25 e) 10,25

b) 0,125 d 10

TOTAL DE ACERTOS — )
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TOPICO

Y/ Revejao que aprendeu

CADERNO DE ESTUDOS

Geometria espacial
e de posicao

Vocé deve ser
capaz de:

» Abstrair as nocoes primitivas da Geometria e conhecer os principais postulados.

» Reconhecer os modos de determinar um plano.

» Identificar as posicoes relativas entre duas retas.

» Identificar as posicoes relativas entre reta e plano.

» Identificar as posicdes relativas entre dois planos.

» Conceituar distancias entre dois pontos, entre um ponto e um plano, entre um ponto e
uma reta, etc.

» Reconhecer projecées ortogonais de um ponto sobre um plano, de uma reta sobre um
plano e de uma figura sobre um plano.

Nogoes primitivas (ou iniciais)

Sao nocoes primitivas da Geometria: o ponto, a reta e o plano.

Proposic6es primitivas (ou iniciais)

As proposicoes iniciais, proposicoes primitivas ou postulados sao propriedades aceitas
sem demonstracao.
Postulados da existéncia

e Em uma reta e fora dela existem infinitos pontos.
e Em um plano e fora dele existem infinitos pontos.

Postulados da determinacao

e Dois pontos distintos determinam uma Unica reta.

e Trés pontos ndo colineares determinam um Unico plano.

Postulado da inclusao

Se uma reta possui dois pontos distintos em um plano, ela esta contida nesse plano.

Postulado das paralelas (ou postulado de Euclides)

Por um ponto passa uma Unica reta paralela a uma reta dada.

Determinacao de planos

Ha quatro modos de determinar a posicao de um plano no espaco. Vejamos:
19) [POSTULADO] Por meio de trés pontos nao colineares.

2¢) [PROPOSICAOQ] Por meio de uma reta e um ponto fora dela.

32) [PROPOSICAQ] Por meio de duas retas concorrentes.

49) [PROPQSICAOQ] Por meio de duas retas paralelas e distintas.

Proposicao é uma propriedade cuja validade poder ser demonstrada.



Posicoes relativas entre duas retas

 [DEF] As duas retas nao tém nenhum ponto em comum, mas existe um plano que as
contém; nesse caso, elas sao paralelas.

r s
// rns=yg,rCoesCo
o

e [DEF] As duas retas tém em comum um Gnico ponto; nesse caso, elas sdo concor-
rentes e existe um Unico plano que as contém.

y — 4=

Observe que duas retas concorrentes formam quatro angulos. Quando esses quatro

Banco de imagens/
Arquivo da editora
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angulos sdo congruentes, cada um deles é chamado angulo reto e as retas sdo cha-
madas retas perpendiculares.

e [DEF] Se duas retas sdo concorrentes e nao sao perpendiculares, diz-se que elas
s3o obliquas.

r

3

r 3

2

2

<

jon| g
S (K| S g
8

bli p

r e s obliquas P

ris _ q H

r e s perpendiculares £

e [DEF] As duas retas ndo tém nenhum ponto em comum e no existe plano que as
contenha; nesse caso, elas sao reversas.

s
/ rNs=g,sCaer¢o

e [DEF] Se duas retas sao reversas e formam &ngulo reto, as retas sdo chamadas ortogonais.

Banco de imagens/Arquivo da editora

Exemplo:

Banco de imagens/Arquivo da editora
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No cubo, temos:

as retas EF e GH sdo paralelas;

as retas iETf e Eﬁ sdo obliquas, isto é, concorrentes ndo perpendiculares;

as retas AE e AB sdo perpendiculares;

as retas E e @ sao paralelas;

as retas AE e BG sdo reversas (ndo ortogonais);

as retas AE e GH s&o (reversas) ortogonais: observe que EF//GH e EEJ.KE;

as retas E e ﬁ s3o (reversas) ortogonais: observe que Eﬁ//ﬁ e mJ_EG (as diago-
nais de um quadrado sdo perpendiculares entre si).

Posicoes relativas de uma reta e um plano

WF¥' 32  CADERNO DEESTUDOS

A reta e o plano tém em comum dois pontos distintos; nesse caso, conforme o pos-
tulado da inclusao, a reta esta contida no plano.

rno=r

Banco de imagens/
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[DEF] A reta e o plano tém em comum um Unico ponto; nesse caso, a reta e o plano
sao secantes.

rNa={P}

Banco de imagens/Arquivo da editora

O ponto P é aquele em que a reta r intersecta o plano a. Dizemos que P é o traco de
r sobre o.

[DEF] Se uma reta é secante com um plano em um ponto O e é perpendicular a todas
as retas do plano que passam por 0, diz-se que a reta é perpendicular ao plano.

r

rla,aCcoeOe€a,
rilb,bCoeOeEhb,
rlc,cCoeOEc,

r L o significa

Banco de imagens/Arquivo da editora

etc.

Se uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes de um plano, entdo ela é
perpendicular ao plano.



e [DEF] Se uma reta e um plano sdo secantes e a reta ndo é perpendicular ao plano,
diz-se que a reta é obliqua ao plano.

=

Banco de imagens/Arquivo da editora

e [DEF] A reta e o plano ndo tém nenhum ponto comum; nesse caso, a reta e o plano
sao paralelos.

Banco de imagens/
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rno=yg

o

« [PROPOSICAQ] Se uma reta ndo esté contida em um plano e é paralela a uma reta do
plano, entdo ela é paralela ao plano.

Posicoes relativas de dois planos
Planos secantes

e [DEF] Dois planos distintos que tém um ponto comum sado chamados planos secantes.

/\ /V o e B secantes; o. N 3 = i;i é a intersecao

Banco de imagens/Arquivo da editora

» [PROPOSICAQ] Se dois planos distintos tém um ponto comum, entdo a intersecao
desses planos é uma Unica reta que passa por aquele ponto. Essa reta é denominada
intersecao ou traco de um deles no outro.

Planos perpendiculares
[DEF] Se dois planos sao secantes e um deles /
contém uma reta perpendicular ao outro, diz-se r
que os planos sao perpendiculares.

Banco de imagens/Arquivo da editora
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Se dois planos sao secantes e ndo perpendiculares, diz-se que sao obliquos.
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Exemplo:
Observe o cubo ABCDEFGH a seguir.

H G ¢
: s
U ©
: K]
i °
' =
! s
i g
' <
' 2
E : F )
! 1S
i E
f 3
! o
i 8
i g
' 3
i
i
:
RERREEE R - - - C
»'D
A B

Os planos (ABC) e (ADE) sdo secantes (sua intersecao é AD), AE é perpendicular ao
plano (ABC) e AE esta contida no plano (ADE). Assim, os planos (ABC) e (ADE) sao per-
pendiculares.

Planos paralelos

 [DEF] Dois planos sao paralelos se ndo tém ponto comum ou sdo coincidentes.

o

o B

o e B paralelos coincidentes o e B paralelos distintos

 [PROPOSICAQ] Se um plano contém duas retas concorrentes, ambas paralelas a ou-
tro plano, entao esses planos sao paralelos.
Projecoes ortogonais

e [DEF] Projecdo ortogonal de um ponto sobre um plano é o ponto de intersecdo entre
a reta perpendicular ao plano conduzida pelo ponto e o plano.

Banco de imagens/Arquivo da editora

P! P' = proj P
o = plano de projecao

P' = reta projetante de P

A
H
H
1
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» [DEF] Projecdo ortogonal de uma figura plana, ou ndo plana, sobre um plano é o con-
junto das projecoes ortogonais dos pontos da figura sobre esse plano.

Banco de imagens/Arquivo da editora

F' = proj F F' = proj F

A projecao ortogonal de uma reta r sobre um plano o é assim definida:
e [DEF] Se r é perpendicular a a, a projecao de r sobre o é o ponto P em que r inter-
secta o;

e [DEF] Se r ndo é perpendicular a o, a projecao de r sobre o. é a reta r', intersecao de
o com o plano B, perpendicular a o conduzido porr.

Banco de imagens/Arquivo da editora

P = proj r r' = proj r

A projecao ortogonal de um segmento de reta AB sobre um plano o é assim definida:

o [DEF] Se AB é perpendicular a o, a projecao de AB sobre o é o ponto P em que a reta
AB intersecta o.

o [DEF] Se AB ndo é perpendicular a o, a projecao de AB sobre 0.6 0 segmento A'B tal
que A' e B' sdo, respectivamente, as projecoes de A e B sobre a.

A

Banco de imagens/Arquivo da editora

P= projaﬁ
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Distancias

» [DEF] A distancia de um ponto P a uma reta r é a distancia de P a P*, em que P* é a

intersecao entre a reta perpendicular a r, conduzida por P, e aretar.

P

Banco de imagens/
Arquivo da editora

d,, =PP'

Pr

o [DEF] A distancia entre duas retas r e s paralelas é a distdncia de um ponto P qual-

quer de uma delas até a outra.
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dr.s = dP.s = PP'

e [DEF] A distancia de um ponto P a um plano o é a distdncia de P a P*, em que P* é
o ponto de intersecao entre a reta perpendicular a a, conduzida por P, e o plano a.
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dy, = dy . = PP’

Pa

» [DEF] A distancia entre dois planos o e 3 paralelos é a distéancia de um ponto P qual-

quer de um deles ao outro plano.

e [DEF] A distéancia entre duas retas reversas r e s é a distancia de um ponto qualquer
P da reta r ao plano o que contém s e é paralelo a retar.

P —

Banco de imagens/Arquivo da editora
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Y/ Aplique o que aprendeu
B\ Exercicios resolvidos

1. (EsPCEx-SP)

Considere dois planos o e B perpendiculares e trés retas distintasr,settaisquer Co,sCet=oNp.

Sobre essas retas e os planos é correto afirmar que

a) as retas r e s somente definirdo um plano se forem concorrentes com t em um Gnico ponto.
b) as retas r e s podem definir um plano paralelo a reta t.

c] as retas r e s sdo necessariamente concorrentes.

d) ser e s forem paralelas, entdo elas definem um plano perpendicular a o e B.

e) o plano definido por r e t é necessariamente paralelo a s.

Solucgao:

Entre as opcoes descritas para os dois planos perpendiculares é possivel tracarr e s paralelas a t, tal que:

Banco de imagens/Arquivo da editora

Portanto, é possivel tracar um plano por r e s paralelo a t.
Alternativa B.
2. (UEM-PR)
Sobre geometria espacial, assinale o que for correto.
01) Dois planos sempre se interceptam.
02) Duas retas perpendiculares determinam um Gnico plano.
04) Dado um ponto qualquer P em um plano &, existe uma Unica reta passando por P perpendicular
ao plano.
08) Se duas retas ndo sao paralelas, entdo elas sdo reversas.
16) Se uma reta ndo intercepta um determinado plano, entdo necessariamente ela é paralela a ele.
Solucao:
01) Incorreto. Os planos podem ser paralelos.
02) Correto. Retas concorrentes pertencem a um Unico plano.
04) Correto. A projecao ortogonal de P sobre o plano é Unica.
08) Incorreto. Podem ser concorrentes.
16) Correto. Se a reta ndo for paralela sempre existird um ponto de intersecao.

02 + 04 + 16 = 22
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B\ Questdes

({H (PUC-SP)

Sejauma retar e os planos secantes a.e 3, de modo que oo N = r. Seja s uma reta paralela a retar, de
modo que s N B = . Seja t uma reta secante ao plano B no ponto P, de modo que P € r. De acordo com
essas informacodes, necessariamente

alsNao=s bltNB=9g cdP&a drnt#+d

(A (Enem)

Uma pessoa pede informacao na recepcdo de um prédio comercial de como chegar a uma sala, e rece-
be as seguintes instrucdes: suba a escada em forma de U a frente, ao final dela vire a esquerda, siga um
pouco a frente e em seguida vire a direita e siga pelo corredor. Ao final do corredor, vire a direita.

Uma possivel projecao vertical dessa trajetéria no plano da base do prédio é:

a ] c] Sala e R — |
=1 A
Inicie
eacads n:udi
Sala
Inicio
escada
Inicio
escada
Sala

llustragoes: Reproducao/ENEM, 2017
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(UEPG-PR)

Considerando os planos a. e B, e as retas r e s, assinale o que for correto.
0)SeanP=srlls,r¢goaergP, entdorllaerllp.
02)SealBanNP=rsCaoslrentdoslf.
04)SerCPBeslrentdos Lp.

08) Se |l B, r Lo, entdor L.

16)Serllaerll B, entdaoall B

(A (UFRN) J

Na cadeira representada na figura ao lado, o encosto é perpendicular ao assento e
este é paralelo ao chao.

Sendo assim,

Reproducao/Arquivo da editora

a) Os planos EFN e FGJ sao paralelos.
E F

b] HG é um segmento de reta comum aos planos EFN e EFH. L K

c) Os planos HIJ e EGN s&o paralelos.

d) EF é um segmento de reta comum aos planos EFN e EHG. M N
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(& (UEL-PR)

Considere uma reta s, contida em um plano o, e uma reta r perpendicular a s. Entdo, necessariamente:
a) r é perpendicular a o.

b) r e s sdo coplanares.

c) réparalelaao.

d) r estd contida em a.

el Todas as retas paralelas a r interceptam s.

(A (Fatec-SP)

Seja A um ponto pertencente a reta r, contida no plano o.

E verdade que

a) existe uma Unica reta que é perpendicular a reta r no ponto A.

b) existe uma Unica reta, ndo contida no plano o, que é paralela a retar.

c) existem infinitos planos distintos entre si, paralelos ao plano o, que contém a retar.

d) existem infinitos planos distintos entre si, perpendiculares ao plano o e que contém a reta r.
e] existem infinitas retas distintas entre si, contidas no plano o e que sdo paralelas a retar.

(Ufal)

Analise as afirmativas a seguir.
) Duas retas que nao tém pontos comuns sempre sdo paralelas.

Duas retas distintas sempre determinam um plano.

(

()

() Uma reta pertence a infinitos planos distintos.

() Trés pontos distintos sempre determinam um plano.
()

Duas retas coplanares distintas sao paralelas ou concorrentes.
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( EA (Fuvest-SP)

Uma formiga resolveu andar de um vértice a outro do prisma reto de bases trian- G %
gulares ABC e DEG, seguindo um trajeto especial. Ela partiu do vértice G, percor- 3
reu toda a aresta perpendicular a base ABC, para em seguida caminhar todaa Eg
diagonal da face ADGC e, finalmente, completou seu passeio percorrendo a ares- ‘.3
ta reversa a CG. A formiga chegou ao vértice i H
al A
b) B i
c)C C
d) D
el E

Al ~IB

W 9. | (Unicamp-SP)

E comum encontrarmos mesas com 4 pernas que, mesmo apoiadas em um piso plano, balancam e nos
obrigam a colocar um calco em uma das pernas se a quisermos firme. Explique usando argumentos de
geometria, por que isso nao acontece com uma mesa de 3 pernas.

TOPICO 2 | GEOMETRIA ESPACIAL E DE POSICA0 41 \\



(I (UEL-PR)

As retas r e s foram obtidas prolongando-se duas arestas de um cubo, como esta representado na figu-
ra a seguir.

Reproducao/Arquivo da editora

Sobre a situacdo dada, assinale a afirmacao INCORRETA.
a) r e s sdo retas paralelas.

b) r e s sdo retas reversas.

c) r e s sdo retas ortogonais.

d) n&o existe plano contendores.

elrNs=J

(NEH (UFBA)

Sobre pontos, retas e planos, pode-se afirmar:

01) Por trés pontos passa uma Unica reta.

02) Por trés pontos passa um Unico plano.

04) Por um ponto fora de um plano passa uma Unica reta perpendicular a esse plano.

08) Planos paralelos interceptam duas retas distintas quaisquer, determinando sobre elas segmentos
proporcionais.

16) O plano que contém uma perpendicular a outro plano é perpendicular a esse segundo plano.

32) Toda reta paralela a um plano é paralela a qualquer reta desse plano.
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A (PUC-SP)

Qual das afirmacdes abaixo é verdadeira?

a) Se duas retas distintas ndo sdo paralelas, elas sdo concorrentes.

b) Duas retas ndo coplanares sao reversas.

c) Se a interseccao de duas retas é o conjunto vazio, elas sdo paralelas.

d) Se trés retas sdo paralelas, existe um plano que as contém.

e) Se trés retas distintas sdo duas a duas concorrentes, elas determinam um e um s6 plano.

(A (EsPCEX-SP)

Se aretar é paralela ao plano ¢, entao

a) todas as retas de o sdo paralelasar.

b) existem em o retas paralelas a r e retas reversas ar.

c) existem em o retas paralelas a r e retas perpendiculares ar.

d) todo plano que contém rintercepta o, segundo uma reta paralelaar.

(UEL-PR)
Considere dois planos, o e B, distintos e paralelos entre si, ambos perpendiculares a um plano A. Supo-
nha que a reta r seja a interseccao de o e A e que a reta s esteja contida em B, mas nao em A. Nessa
situacao, as retas r e s sao

a) sempre coincidentes. d) sempre paralelas entre si.
b] sempre reversas. e) perpendiculares entre si ou coincidentes.

c) paralelas entre si ou reversas.
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(H (Fuvest-SP)

S&o dados cinco pontos ndo coplanares A, B, C, D e E. Sabe-se que ABCD é um retangulo, AE L AB e
AE L AD. Pode-se concluir que sao perpendiculares as retas:

a) EAe EB d)ECeCA
b) EB e BA e] AC e BE
c) EAe AC

(A (Escola Naval Brasileira-RJ)
Se o.é um plano e P é um ponto ndo pertencente a o, quantos planos e quantas retas, respectivamente,

contém P e s&o perpendiculares a a?
allel d) zeroe 1

b) infinitos e zero e} infinitos e infinitas

c) infinitos e 1
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(FEI-SP)

Assinale a proposicao falsa.

a) Por uma reta perpendicular a um plano o, passa pelo menos um plano perpendicular a o.

b] A projecao ortogonal sobre um plano o de um segmento obliquo a o € menor do que o segmento.
c) Uma reta ortogonal a duas retas concorrentes de um plano o é perpendicular ao plano o.

d) Um plano perpendicular a dois planos concorrentes é perpendicular a interseccao deles.

e] No espaco, duas retas perpendiculares a uma terceira reta sao paralelas.

(\EA (UEM-PR)

Assinale o que for correto.

01) Sejamaretar= T, Nm, onde T, e, sdo planos, e areta s paralelaar, de tal forma que s & T Um,
Entao, toda reta perpendicular a r contida em um desses dois planos é reversa a s.

02) Dados um ponto P pertencente a um plano Tt e uma reta r perpendicular a =, tal que P € r, temos
que toda reta contendo P perpendicular a r estd em 7.

04) Dadas duas retas reversas, existe um plano que as contém.

08) Considere 6 retas contendo as arestas de um tetraedro regular. Fixada uma das retas, entao ela é
reversa a apenas uma dessas 6 retas.

16) Aintersecao de um poliedro convexo com um plano é uma regido convexa.
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CNEA (Enem)

Uma lagartixa estad no interior de um quarto e comeca a se deslocar. Esse quarto, apresentando o for-
mato de um paralelepipedo retangular, é representado pela figura.
H

E ' Teto

Reproducao/Arquivo da editora

A lagartixa parte do ponto B e vai até o ponto A. A seguir, de A ela se desloca, pela parede, até o pon-
to M, que é o ponto médio do segmento EF. Finalmente, pelo teto, ela vai do ponto M até o ponto H.
Considere que todos esses deslocamentos foram feitos pelo caminho de menor distancia entre os
respectivos pontos envolvidos.

A projecao ortogonal desses deslocamentos no plano que contém o chdo do quarto é dado por:

al c e)

Reprodugao/Arquivo da editora

b) d)
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(Wl (UEM-PR)

Considerando conhecimentos sobre Geometria Espacial, assinale o que for correto.

01) Sere s sdo duas retas no espaco, comr N's = J, entdo a Unica possibilidade parare s é que sejam
paralelas.

02) Dados trés pontos colineares A, B e C, no espaco, entdo ndo existe nenhum plano que contenha
esses trés pontos.

04) Se mt, p e o sdo planos distintos no espaco, entdo © N p N ¢ pode determinar uma Unica reta, ou um
Unico ponto, ou pode ser vazia.

08) Se r e s sao duas retas reversas no espaco, entao existe um plano que contém a reta s e é paralelo
aretar.

16) Seja oo um plano e P & «. Para calcular a distancia do plano o ao ponto P basta escolher um pon-
to Q € o qualquer e calcular a distancia entre P e Q.

VAR (UFJF-MG)
Sejam r uma reta e [3, e 3, dois planos no espaco, considere as seguintes afirmagdes:
l. SernB,={P}lernp,={P}, comP, eP,pontos distintos, entdo B, é paralelo a B,.
. rNB,=Ternfp,=, entdo P, é paralelo a B, ou B, é coincidente de f3,.
lIl. Se existem dois pontos distintosem r N B, entdor N B, =r.
E CORRETO afirmar que:
a) Apenas | é verdadeira. c) Apenas lll é verdadeira. e) Apenas Il e Il sao verda-
b) Apenas Il é verdadeira. d) Apenas | e ll sdo verdadeiras. deiras.

TOPICO 2 | GEOMETRIA ESPACIAL E DE POSICA0 47 \\



Wi 48

(VA (UEM-PR)

Sobre as posicoes relativas entre pontos, retas e planos no espaco, assinale o que for correto.

01) Duas retas r e s sdo ortogonais quando sdo reversas e existe uma reta t, paralela a s e perpendicu-
larar.

02) Se um plano o é paralelo a uma reta r, entdo todas as retas do plano o sdo paralelas ar.

04) E possivel ter retas paralelas contidas em planos que nao sejam paralelos.

08) Se um plano o intercepta os planos B e yformando um angulo de 90°, entdo os planos B e y sao
paralelos.

16) Considere asretasr,set. Seréreversaasearetaséconcorrente at, entdor et sao reversas.

(V&N (UEM-PR)

No espaco tridimensional, considere um plano me as retas r, s e t, distintas duas a duas, de modo que
r e s sao perpendiculares ao plano m e a reta t nao possua qualquer ponto em comum com o plano e
seja concorrente com as retas s e r. Sobre a situacao descrita, assinale o que for correto.

01) As retas r e s sdo paralelas.

02) As retas s e t sdo reversas.

04) A reta t é paralela ao plano 7.

08) A reta s é perpendicular a qualquer reta do plano © concorrente a ela.

16) Se A e B sdo pontos distintos de r, e P e @ sdo pontos distintos de s, entdo os tridangulos APQ e BPQ
possuem a mesma area.
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(VA (UEM-PR)

Sejam 1, e m, dois planos que se interceptam, determinando uma reta r. Seja s uma reta que intercepta
T, em um Unico ponto A €& r e intercepta m, em um Unico ponto B & r. Considerando esses dados, assi-
nale o que for correto.

01) Pelo ponto A existe uma Unica reta paralelaar.

02) Por qualquer ponto P de r, é possivel tracar uma reta paralela a s inteiramente contida em T,

04) A reta perpendicular ao plano m, pelo ponto B é ortogonal ar.

08) Existe ao menos um ponto C em r, tal que o tridngulo ABC é isdsceles.

16) Existe um plano perpendicular a &, e a m, simultaneamente.

(VA (Cefet-MG)

No contexto da Geometria Espacial, afirma-se:

l.
I
M.
V.

Se uma reta é paralela a um plano, entao ela esta contida nesse plano.
Duas retas sem ponto comum s&o paralelas ou reversas.
Se dois planos sao paralelos, entdo toda reta de um deles é paralela ao outro.

Duas retas distintas paralelas a um plano sao paralelas entre si.

S3o corretas apenas as afirmativas
allell cl Ilelll el lllelV.
b) l'elll. d IllelV.

TOTAL DEACERTOS \\ VLW
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Poliedros

Reveja 0 que aprendeu

Vocé deve ser
capaz de:

» Associar objetos do dia a dia aos sélidos geométricos.
» Reconhecer faces, arestas e vértices de um poliedro.
» Classificar um poliedro em convexo e nao convexo.

» Calcular areas e volumes de prismas e piramides.

» Utilizar a relacao de Euler.

» Identificar os poliedros de Platao.

» Identificar e classificar prismas.

» Reconhecer as unidades de medida de volume.

» Identificar e classificar pirdmides.

» Reconhecer um tronco de pirdmide.
-

Sélidos geométricos

As figuras tridimensionais idealizadas pela Geometria sGo chamadas sélidos geométricos.

Os solidos geométricos mais simples podem ser de dois tipos:

e Poliedros: sdo sélidos geométricos cujas superficies sdo formadas apenas por poli-
gonos planos [tridngulos, quadrilateros, pentdgonos, etc.). A palavra poliedro vem do
grego antigo, em que poli significa "varios”, e edro, “face”.

Veja alguns exemplos de poliedros:

— =
— =

S cooo

L I, N,

paralelepipedo v
I poliedro
===l
h- \

! -1

1

H prisma hexagonal C

al A B

cubo piramide quadrangular

piramide triangular

Em um poliedro podemos distinguir:

- faces: sdo poligonos que formam a superficie do poliedro. Observe, por exemplo, que
o prisma hexagonal apresenta 8 faces: 2 hexagonos e 6 quadrilateros (retdngulos).

- arestas: sao os lados dos poligonos que constituem as faces do poliedro. Cada ares-
ta € um segmento de reta determinado pela intersecado de duas faces. Observe, por
exemplo, que a pirdmide triangular possui 6 arestas.

llustragoes: Banco de imagens/Arquivo da editora



- vértices: sdo as extremidades das arestas. Cada vértice é a intersecdo de duas ou
mais arestas. Observe, por exemplo, que, na piramide quadrangular, os 5 vértices
sdo: A, B, C, D, V. No vértice A concorrem 3 arestas e o vértice V é o “ponto de
encontro” das 4 arestas.

e Corpos redondos: sdo sélidos geométricos cujas superficies tém ao menos uma
parte que é arredondada (ndo plana). Veja os exemplos:

cilindro esfera cone tronco de cone de bases
paralelas

Poliedros convexos e nao convexos

Banco de imagens/Arquivo da editora

\

Figura 1 Figura 2

No poliedro da figura 1, qualquer plano que contenha uma face deixa as demais faces
no mesmo semiespaco. Veja, por exemplo, o plano 3. Poliedros que satisfazem essa condi-
cao sao chamados de poliedros convexos.

No poliedro da figura 2, existe pelo menos um plano que contém uma face mas deixa as
demais faces em dois semiespacos opostos. Veja, por exemplo, o plano y. Por isso, esse
poliedro é denominado poliedro nao convexo.

Relacao de Euler

Pode-se mostrar que para todo poliedro convexo vale a relacao:

V-A+F=2

em que V, AeF sdo, respectivamente, a quantidade de vértices, arestas e faces do poliedro.
Um poliedro nao convexo pode ou nao satisfazer a relacdo de Euler,

Poliedros de Platao

Um poliedro é chamado poliedro de Platao se satisfaz trés condicoes:

1¢) todas as faces tém o mesmo nlimero n de arestas.

22) todos os vértices sdo pontos em gue concorre o mesmo nimero m de arestas.
32) o poliedro é euleriano, isto é, satisfaz a relacdo de Euler.

llustragdes: Banco de imagens/Arquivo da editora
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Prismas
Os sélidos geométricos com as seguintes caracteristicas sao chamados prismas:
e suas superficies sao constituidas de poligonos;
e tém pelo menos dois poligonos congruentes contidos em planos paralelos;

e 0s outros poligonos sdo paralelogramos.

Elementos e classificacao

base
ya

Observe que:
e os poligonos ABCDE e A'B'CD'E’,
chamados bases do prisma, sao con-

gruentes e estao contidos em planos
paralelos entre si (o e B);

e o0s paralelogramos AA'B'B, BB'C'C,
CC'D'D, DD'E'E e EE'A’A sdo chama-
dos faces laterais;

face lateral altura

Banco de imagens/Arquivo da editora

e a distadncia entre os planos a e f3,
que contém as bases, é a altura do

aresta lateral

base aresta da base D risma.

Os nomes dados aos prismas referem-se ao nimero de lados de cada poligono da base.
Quanto a inclinacao das arestas laterais em relacao aos planos das bases, os prismas
sao classificados em:

e prisma obliquo: se as arestas laterais s3o obliquas aos planos das bases;

e prisma reto: se as arestas laterais sao perpendiculares aos planos das bases.
Observe que, nesse caso, as faces laterais sao retangulos.

Boocooooodccooeos

llustracoes: Banco de imagens/Arquivo da editora

prisma reto prisma reto prisma obliquo
quadrangular pentagonal hexagonal
(A base é um quadrilatero.) (A base é um pentagono.) (A base é um hexagono.)

Se as bases de um prisma reto sdo poligonos regulares, ele é chamado prisma regular.

Paralelepipedo

Todo prisma cujas bases sao paralelogramos é chamado paralelepipedo.
Sua superficie total é a reunido de seis paralelogramos.

' paralelogramo

paralelogramo

tora

Banco de imagens/
Arquivo da edi
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Paralelepipedo retangulo ou reto-retangulo: é um - retangulo %
paralelepipedo cuja superficie total é a reunido de seis 4 Es
retdngulos. : i 53

: —1———retangulo g<
f”‘_:; ------
=
g D c' Area total: A = 2(ab + ac + bc]
EN : B
N B : —
H Diagonal: d = V&’ + b’ + ¢
£ R I N c
I b
g A a B Volume:V=a-b-c

Cubo: é um paralelepipedo cuja superficie total é a i — quadrado
reunido de seis quadrados. Note que o cubo é um pa- i | quadrado
ralelepipedo retangulo em que todas as arestas sao -
congruentes. e

y = )

Area total: A = 6a2 5

poNd g

FR N Diagonal: d = ay3 5

| A %

= : Volume: V = a° g

Unidades de medida de volume
e 1L=1000mL=1dm? e Tm*=1000L e Tcm?=1mL

Principio de Cavalieri

Dois solidos, nos quais todo plano secante, paralelo a um dado plano, determina
superficies de areas iguais (superficies equivalentes), sdo sélidos de volumes iguais
(sélidos equivalentes).

Banco de imagens/Arquivo da editora

Por meio desse principio, é possivel provar que o volume (V] de qualquer prisma é:

V=A -h

A : area da base do prisma
h: altura do prisma
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Piramides

Dados um poligono convexo P contido em um plano o e um ponto V nao pertencente a o,
tracemos todos os possiveis segmentos de reta que tém uma extremidade em V e a outra
em um ponto do poligono. A reunido desses segmentos é um sélido chamado piramide.

Elementos e classificacao

V (vértice)

aresta

- lateral
face lateral

Banco de imagens/Arquivo da editora

aresta
da base

base

e O pontoV é o vértice da pirdmide.
e O poligono ABCDEF ¢ a base da piramide.

e Os triangulos VAB, VBC, VCD, VDE, VEF e VFA sao
as faces laterais.

A altura da piramide é a distancia de V ao plano
da base.

As piramides podem ser classificadas de acordo com o poligono da base. Por exemplo:

\

A

pirdmide triangular
(A base € um triangulo.)

Piramide regular

(@]
llustracdes: Banco de imagens/Arquivo da editora

D

B A B

piramide quadrangular
(A base é um quadrilatero.)

A piramide regular ¢ aquela cuja base é um poligono regular e cujas arestas laterais

sao congruentes entre si.

Uma piramide regular tem as seguintes caracteristicas:

e aprojecao ortogonal do vértice sobre o plano da base é o centro da base;

e as faces laterais sao tridangulos isésceles congruentes;

e 0 apdétema da piramide regular, que indicamos por g, é a altura de uma face lateral,

relativa a aresta da base.

Observe as piramides seguintes:

piramide triangular regular
(A base é um tridngulo equilétero.)

o3

m = 6 — apotema do

triangulo equildtero

piramide quadrangular regular
(A base é um quadrado.)

piramide hexagonal regular
(A base é um hexagono regular.)

m = g — apotema do

o3

quadrado m = — — apdétema

do hexagono

llustragdes: Banco de imagens/Arquivo da editora



Em qualquer piramide regular vale a relaco:

92 =h2 4+ m?
g: apdtema da piramide
h: altura da piramide
m: apo6tema da base
Volume
V= % ‘A -h

O volume de uma piramide qualquer é igual a % do produto da area da base pela medida
da altura.

Tetraedro regular

Chama-se tetraedro toda piramide de base triangular.

Se as quatro faces de um tetraedro sdo tridangulos equildteros congruentes, ele é cha-
mado tetraedro regular.

Observe que, em um tetraedro regular:

® as seis arestas sao congruentes, ou seja, AB = AC = AD = BC = CD = DB;

e qualquer face - ABC, ACD, ABD ou BCD - pode ser considerada como base, ja que

sdo tridngulos equildteros congruentes.

:aZ.\/§

Area total: A =4 -A

A equilatero

a6

3

Altura: h =

Banco de imagens/Arquivo da editora

Note que OB = 2.BM.
3

Piramides semelhantes
Quando secionamos uma piramide por um plano paralelo a base de modo que este
plano nao contenha o vértice da piramide, ela fica dividida em dois sélidos.

\VJ vV vV nova
piramide

Arquivo da editora

tronco de
piramide

<
AC A
B
A nova piramide é uma “cépia reduzida” da pirdmide original. As duas piramides sao
semelhantes.

llustracoes: Banco de imagens/

Arquivo da editora

llustracdes: Banco de imagens/
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Arazao k entre dois elementos lineares homdlogos — arestas ou alturas — é chamada
razao de semelhanca entre as pirdmides.
Considerando duas piramides regulares semelhantes, temos as sequintes propriedades:

e razao entre elementos lineares:

® razao entre areas:

e razao entre volumes:

Tronco de piramide regular

O tronco de bases paralelas obtido de uma pirdmide regular é denominado tronco
de piramide regular.

Em um tronco de pirémide regular:

e as arestas laterais sao congruentes entre si;

e as bases sdo poligonos regulares semelhantes;

¢ as faces laterais sdo trapézios isésceles congruentes entre si;

e aaltura de qualquer face lateral chama-se apétema do tronco.

base menor (b)

face lateral

Banco de imagens/Arquivo da editora

base maior (B)
aresta lateral

A=A +A +A

Volume

O volume de um tronco de piramide pode ser calculado por meio da diferenca entre o
volume da pirdmide original e o volume da piramide obtida a partir da secao.
Pode-se também usar a formula:

v=% [+ A A, +A]
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Y/ Aplique o que aprendeu

B\ Exercicios resolvidos

e

Um poliedro convexo tem 12 faces pentagonais.
Quantas arestas e vértices ele possui?

Solugao:

Como o pentagono tem 5 lados, nas 12 faces te-
riamos 12 - 5 = 60 arestas. Nesse calculo, cada
aresta, por ser comum a duas faces, foi contada

duas vezes.
Dai: A= % =30.

Como o poliedro é convexo, temos V. — A + F =
=2=V-30+12=2=V=20

Na figura, tem-se a planificacdo da superficie de
um paralelepipedo retdngulo cuja area total é
112 cm?:

X+ 4

Banco de imagens/Arquivo da editora

Determine a area total de um cubo equivalente a
esse paralelepipedo.

Solucao:

Sélidos equivalentes sao sélidos que tém mesmo
volume.

A drea total dessa planificacao é:
A=112=22-[2-x+2-[x+4 +x-(x+4)] =
=112=x2+8x=48=>x=4

As dimensdes do paralelepipedo sdo: 2 cm, 4 cm
e 8 cm.

V. =2-4-8=6bbcm®

para

C =a3:64:a=%/a=4cm

cubo
A area de uma face do cubo é 4> = 16 cm?; a drea
total do cubo é 6 - 16 = 96 cm?.

Calcule a area total, a area lateral e o volume de

um prisma:

a) hexagonal regular, cuja altura mede 5 cm e
cuja aresta da base mede 2 cm;

b) reto triangular de altura 7 cm, cuja base é um
triangulo retangulo de hipotenusa com medida
20 cm e um dos catetos tem medida 12 cm.

Solucao:
al :
5cm §
e———
2cm

A, éigual a soma das areas de seis retangulos
congruentes:

A, =6-(2-5 =60cm?

A=2-A+A,

A,: area de um hexagono regular (que é a reu-
nido de 6 tridngulos equilateros)

2 2
=6 ff =6 Zf = 63 crr?

A

‘
Dai:

A=2- 63 +60=12(y3 +5)em’
V=A -h=6/3 -5=30{3 cn’

b) | 20 cm ,

7 cm
<>
,

0 outro cateto da base mede +20°—
=256 =16cm.

Banco de imagens/
Arquivo da editora

1128 =

A area lateral é a soma das areas de trés re-
tangulos, todos com altura 7 cm e bases 16 cm,
12cm e 20 cm:

A, =16-7+12-7+20-7 =336 cm?
A=2-A A,

A =2-96+ 336 = 528 cm?

V=A -h=96-7=672cm?

TOPICO 3 | POLIEDROS
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4. Em uma piramide regular quadrangular, a altura e 5. Um plano paralelo a base da piramide EABCD
o0 apétema medem, respectivamente, 12cme 15cm. intersecta a piramide a 4 cm de E.
Determine a area total e o volume dessa piramide. Se a altura da piramide mede 12 cm, determine

a razao entre o volume do tronco e o volume da

Solugdo: Cote _ 5
piramide obtida pela secao.

Banco de imagens/Arquivo da editora

12 cm

Banco de imagens/Arquivo da editora

gz=h2+m2

152=122+m’=m’=81=m=9cm

Comom=£,segue que € =2-9=18cm.

Daf:
A= € =18 =32%cm’
A€= AAsombreado i =
27
_ [18-15) 2
A =4 [ 4[ > ] 540 cm V=27 -y
A=A +A Comov+yv, =V=v =V-v=2lv—-v=
A =324 540 864 cm’ = 26v
v=Tla -h=3%12 4994 Daf, Jirenco = 24,
3 3 v

B\ Questdes
(M (IFsc)

Uma caixa de leite de determinada marca possui 22 cm de altura e perimetro da base medindo 28 cm.
Sabendo-se que a base da caixa é formada por um quadrado, calcule a quantidade de papel necesséaria,
em cm?, para confeccionar a caixa, desprezando-se as dobras.

Assinale a alternativa CORRETA.
a) 600 b) 665 c) 714 d) 564 e) 832
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UV (1TA-SP)

Considere a classificacao: dois vértices de um paralelepipedo sao ndo adjacentes quando nao pertencem
a mesma aresta. Um tetraedro é formado por vértices ndo adjacentes de um paralelepipedo de arestas
3cm, 4 cme5cm. Se o tetraedro tem suas arestas opostas de mesmo comprimento, entao o volume
do tetraedro é, em cm?®:

a) 10. b) 12. c) 15. d) 20. e) 30.

(Famerp-SP)

A figura indica um prisma reto triangular e uma piramide regular de base quadrada. A altura desses
solidos, em relacao ao plano em que ambos estdo apoiados, é igual a 4 cm, como indicam as figuras.

Reproducao/Arquivo da editora

Se os soélidos possuirem o mesmo volume, a aresta da base da piramide, em centimetros, serd igual a

al % b) g V3 d) 33 e) %
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(Unesp—SP)

Uma rampa, com a forma de prisma reto, possui triangulos
retangulos ADE e BCF nas bases do prisma, e retangulos nas
demais faces. Sabe-seque AB=20m,BC=15meCF=5m.
Sobre a face ABFE da rampa estao marcados os caminhos
retilineos E AG e E com G sendo um ponto de ﬁ como
mostra a figura.
a) Calcule a medida do segmento AE. Em seguida, assuma que a
inclinacao de subida (razao entre vertical e horizontal) pelo ca-

minho AG seja igual a% e calcule a medida do segmento EG.

b) Considere os sequintes dados para responder a este item:

o 7,1° 11,3°
tga 0,125 0,200

A
20m
B
14,0° 18,4°
0,250 0,333

2\

n

O o

3

Reproducao/Arquivo da editora

Comparando-se o caminho AF com o caminho AE, nota-se que o angulo de inclinacao de AF e de AE,
em relacao ao plano que contém o retangulo ABCD, aumentou. Calcule a diferenca aproximada, em

graus, desses angulos.

(& (FPE)

Podemos calcular o volume de uma caixa retangular, como na figura abaixo, de dimensodes a, b e ¢ fa-

zendoV=a-b-c.

Reproducao/Arquivo da editora

Sabendo que T mL = 1 cm?, calcule, em litros, o volume de dgua necessaria para encher um tanque

retangular de largura a = 80 cm, profundidade b = 40 cm e altura c = 60 cm.
d) 19200 L

al 1920 L. b) 192 L. c) 19,2 L.

CADERNO DE ESTUDOS
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m(Uerj)

Aimagem a seguir ilustra um prisma triangular regular. Sua aresta da base mede b e sua aresta lateral
mede h.

Reproducédo/Arquivo da editora

Esse prisma é seccionado por um plano BCP, de modo que o volume da piramide ABCP seja exatamen-
te % do volume total do prisma.
Logo, a medida de AP & igual a:

a]ﬁ b]E
9 3 3

(Enem)

O habito cristalino é um termo utilizado por mineralogistas para descrever a aparéncia tipica de um
cristal em termos de tamanho e forma. A granada é um mineral cujo habito cristalino € um poliedro com
30 arestas e 20 vértices. Um mineralogista construiu um modelo ilustrativo de um cristal de granada
pela juncdo dos poligonos correspondentes as faces.

Supondo que o poliedro ilustrativo de um cristal de granada é convexo, entdo a quantidade de faces
utilizadas na montagem do modelo ilustrativo desse cristal é igual a

a) 10. d) 42.
b) 12. e) 50.
c) 25.
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€A (Uer))

A figura ao lado representa um objeto com a forma de um octaedro. Ad-
mita que suas arestas, feitas de arames fixados nos vértices, possuem os
comprimentos indicados na tabela.

AD

AE

AF | BC

BE

BF

CD

CE

CF

DE

DF

Arestas AB
Comprimento (cm) R

1

12

101 1

12

1

12

11

10

12

12

Calcule o menor comprimento do arame, em centimetros, necessario para

construir esse objeto.

@)

Reproducao/Arquivo da editora

(A (Ucpel-RS)

A érea de um quadrado de lado x cm aumenta em 28 cm? se o seu lado for aumentado em 2 cm. Consi-
derando que a medida da aresta de um tetraedro regular ¢ igual ao lado x deste quadrado, entdo a al-
tura h deste tetraedro vale

a) 206 cm

b) 243 cm

o) 22 cm

d) 32 cm

e) b cm

NI (UFJF-Mo)

Observe, abaixo, uma imagem desse virus que tem a forma de um sdlido geométrico.

Polyhedral

(Adenovirus)

Reproducéao/URJF, 2017

Disponivel em: <http://www.thinkstockphotos.com/image/stockillustration-shapes-of-viruses/507687357>. Acesso em: 14 set. 2016.

Qual é a planificacdo do solido representado por esse virus?

R T

e]ﬁ

llustragoes: Reproducéo/
Arquivo da editora
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(KR (cPs-sP)

O caleidoscdpio consiste em um prisma regular de base triangular, obtido da unido de trés espelhos
planos retangulares, todos com as suas faces espelhadas voltadas uma para as outras (desenho 1).
Em uma das bases triangulares, é colado um material translicido, enquanto a outra base é opaca,
contendo apenas um furo em seu centro. Dentro do caleidoscépio encontram-se pequenos objetos
soltos, tais como contas ou pedacinhos de papel.

Ao olharmos para o interior do caleidoscépio através do furo da base opaca, podemos ver as imagens
obtidas pelas iniUmeras reflexdes dos objetos nos espelhos.

Reproducao/Arquivo da editora

60° 60°
desenho 1

Desejando construir seu caleidoscépio, Jodo o fez com papel cartdo escuro [desenho 2).

aba de colagem .
material

furo translucido

N,
cole o espelho aqui
cole o espelho aqui
abas de .~ — ™\ abas de

colagem \ /colagem
cole o espelho aqui

Reproducao/Arquivo da editora

desenho 2

Joao colou dois espelhos consecutivos, bem como as abas correspondentes das laterais nas bases
formadas com os tridangulos equildteros. Enquanto esperava a cola secar, decidiu olhar as imagens de
um botdo que ele segurou entre esses dois espelhos. Como o caleidoscédpio ainda nao estava fechado
completamente, ele pdde olhar diretamente para as faces refletoras dos espelhos.

0 nimero de imagens distintas (N) que se formam de um objeto colocado entre dois espelhos pode ser
calculado pela relacao

N 360° _1

[medidas doangulo entre]

as superficies refletoras

O nUmero maximo de imagens distintas do botao, que podem ser vistas por Jodo é
a) uma. b) duas. c) trés. d) cinco. e] seis.
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¥ (Fov-RY)
Cada aresta de um cubo é pintada de verde ou de amarelo.
Apds a pintura, em cada face desse cubo ha pelo menos uma aresta pintada de verde.

0 ndmero maximo de arestas desse cubo pintadas de amarelo é:
a) 6 b) 9 c) 8 d) 10 el 4

UNER (UFJF-Mo)

Um quebra-cabeca tem 8 pecas, sendo:

- 01 peca clbica com 2 cm de lado

L

- 01 peca clbica com 3 cm de lado 3 I R JLLEEELES

- 03 pecas em forma de paralelepipedo retangular com 3 3
medidas 2cm X 2cm X 3cm - 3 5

- 03 pecas em forma de paralelepipedo retangular com
medidas 3cm X 3cm X 2.cm

Além disso, o quebra-cabeca montado é um cubo

5 X 5 X 5 conforme ilustracao abaixo.

Reproducao/Arquivo da editora

3 2

Se pintarmos todas as faces do cubo montado, apds desmonté-lo podemos afirmar que as pecas:
a) clbicas totalizam 5 faces ndo pintadas.

b) clbicas totalizam 5 faces pintadas.

c)] 2 X 2 X 3 totalizam 16 cm? de 4rea de faces ndo pintadas.

d) 3 X 3 X 2 totalizam 63 cm? de area de faces nao pintadas.

e] ndo cubicas totalizam 15 faces ndo pintadas.

CADERNO DE ESTUDOS
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(A (UEM-PR)

Sejam: @, um quadrado de lado € e C, a circunferéncia inscrita em Q,; @, um quadrado inscrito em C, e
C, a circunferéncia inscrita em Q,; @, um quadrado inscrito em C, e C, a circunferéncia inscrita em Q,.

Assinale o que for correto.
01) A &rea entre QeQeé % da area de Q.

02) As medidas dos lados dos quadrados Q,, @, e @, sdo trés termos consecutivos de alguma progressao
geométrica decrescente.

04) As medidas dos raios das circunferéncias C,, C, e C, sao trés termos consecutivos da progressao
L L 4 ~
geomeétrica de primeiro termo B e razao y2.

08) A 4rea de C, ¢ odobro da area de C,.

16) A diagonal de um cubo que tem Q, como face mede € - sen %

(N (Enem)

Para a Olimpiada de 2012, a piscina principal do Centro Aquatico de Londres, medindo 50 metros de com-
primento, foi remodelada para ajudar os atletas a melhorar suas marcas. Observe duas das melhorias:

Profundidade

Largura das raias 3 metros
Cada uma das dez raias Co_m essa
mede 2,5 metros, conforme profundidade, a agua

que se movimenta em

o padrao oficial. Nas provas esel
direcao ao fundo da

finais, a primeira e a décima piscina demora mais para
ficarao vazias para evitar retornar a superficie
que as ondas desfavorecam e ndo atrapalha a

os atletas progressao dos
nadadores

Reprodugao/Arquivo da editora

Veja, n. 2278, jul. 2012 (adaptado).

A capacidade da piscina em destaque, em metro cubico, é igual a
a) 3750. b) 1500. c) 1250. d) 375. e] 150.
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(NI (EBMSP-BA)

Uma pesquisa realizada durante 75 anos nos Estados Unidos mostrou que nao é uma carreira de suces-
so, a fama ou os bens adquiridos durante a vida a férmula da felicidade para uma jornada tranquila.
Segundo o estudo, as pessoas que participam de grupos sociais, se relacionam bem com a familia, com
0s amigos e com a comunidade sdo mais felizes, fisicamente mais saudaveis e vivem mais tempo do que
as pessoas que tém menos relacoes sociais.

UG 1T

A\|p VAT

P S 4m g: g: 4m%

T !

d R Qq R R 2
Figura 1 Figura 2

Uma pessoa para realizar um evento ao ar livre, com familiares e amigos, esta planejando instalar um

203
3

Com base nessa informacéo, calcule a area total da planificacdo dessa cobertura, constituida por dois
retangulos congruentes e dois tridngulos, representada na figura 2.

m’, representado na figura 1.

toldo cuja cobertura tem a forma do sélido, de volume igual a

(\EA (UEPG-PR)
Uma caixa A tem a forma de um prisma regular triangular e uma caixa B tem a forma de um prisma
hexagonal regular. Se o lado da base da caixa A tem o dobro da medida do lado da base da caixa B, as-
sinale o que for correto.

01) A razao entre as areas da basede Ae B é %

02) Se a altura de A for a metade da altura de B, entao, o volume de B é igual ao triplo do volume de A.
04) Para que os volumes sejam iguais, a altura de B deve ser o dobro da altura de A.

08) Se as alturas das caixas sdo iguais, a area lateral de B é o dobro da de A.
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M(Unigranrio)

Um prisma reto tem como base um hexagono regular, que pode ser inscrito em uma circunferéncia de
raio 2 m. Se a altura desse prisma € igual ao dobro do lado do hexagono regular que forma a sua base,
entdo, pode-se afirmar que seu volume, em m?, é igual a:

al W3 b) 6v3 c) 243 d) 30V3 e) 48V3

(\EA (UFU-MG)

Um designer de jogos virtuais estd simulando alguns deslocamentos associados com uma piramide
quadrangular regular, em que o lado do quadrado da base mede 40 cm.

Reproducao/Arquivo da editora

(Figura ilustrativa e sem escalas)

Ele simula a trajetdria de um lagarto pelas faces da piramide. Inicialmente o lagarto desloca-se de A
até E e, posteriormente, de E até F, em que F é o ponto médio de CD. Cada um desses dois trechos da
trajetéria ocorre em linha reta.

A projecao perpendicular dessa trajetéria em ABCD, presente no plano da base da piramide, descreve
uma curva R, a qual é a unido de dois segmentos.

Nessas condicdes, o comprimento de R, em cm, é igual a

a) 2042 b) 4042 c) 40(1 +42) d) 2001 +2)
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(VI (UFRGS-RS)

Considere a planificacao de um tetraedro, conforme a figura ao lado.

Os triangulos ABC e ABD s&o isdsceles respectivamente em B e D. As

medidas dos segmentos AC, BC, BD e DF estdo indicadas na figura.

A soma das medidas de todas as arestas do tetraedro é
a) 33. c) 43. e) 48.

b) 34. d) 47.

VAR (Uece)

A medida da altura de uma piramide é 10 m e sua base é um tridngulo retangulo isésceles cuja medida da
hipotenusa é 6 m. Pode-se afirmar corretamente que a medida do volume dessa piramide, em m?, éigual a
a) 60. b) 30. c) 15. d) 45.

VA (Uer) 2

Uma pirdmide com exatamente seis arestas congruentes é denominada
tetraedro regular. Admita que a aresta do tetraedro regular ilustrado ao
lado, de vértices ABCD, mede 6 cm e que o ponto médio da aresta BC é M.

~ A B
O cosseno do angulo AMD equivale a:
M
1 1 2 2
al ) J 3 c) 3 ) . c
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(Wl (UEM-PR)

Uma piramide quadrangular regular P, de altura h e aresta da base medindo a foi seccionada transver-
salmente por um plano de modo que se obtém um tronco de pirdamide T e uma piramide P’, cujo vértice

coincide com o vértice da piramide P. Sabendo-se que o volume de P" é 1 do volume de T, é correto
afirmar que 7
01) ovolume de T é % a’h.

2

02) a 4rea da base de P’ é a?_

04) a alturade P’ é %

08) 0 apétema de P’ mede% do apétema de P.

a +4a + Lah’
16 -

16) a 4rea total de P’ é

(VA (IME-RJ)

Um tronco de pirdmide regular possui 12 vértices. A soma dos perimetros das bases é 36 cm, a soma

das areas das bases é 30Y3 cm’ e sua altura mede 3 cm. Calcule o volume do tronco de piramide.

a) 50 cm? b) 42% cm’ c 43@ cm’ d) 432 cm’ e) 423 cm?

TOPICO 3 | POLIEDROS
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(VH (EsPCEx-SP)

Determine o volume (em cm?®) de uma pirdmide retangular de altura “a” e lados da base "b" e “c” (a, b
e ¢ em centimetros), sabendo quea + b +c =36e "a”, "‘b" e "¢” sdo, respectivamente, nimeros dire-

tamente proporcionais a 6, 4 e 2.
al 16 b) 36 c) 108 d) 432 e) 648

(V1A (UEPG-PR)

Numa piramide quadrangular regular P,, uma diagonal da base mede 12 cm e uma aresta lateral vale
10 cm. Essa piramide é seccionada por um plano paralelo a sua base, originando um tronco T e uma

W2

nova piramide P,, de aresta da base igual a - cm. Nesse contexto, assinale o que for correto.
01) A aresta lateral de P, é menor que 3 cm.

02) Arazao entre a alturade P, e aalturade T é 2.

04) O volume de T é igual a 189 cm?®.

08) A razao entre o volume de P, e o volume de P, é 64.

16) O volume de P, vale 3 cm®.
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(PUCC-SP)
Considere dois troncos de piramides retas exatamente iguais. A base maior € um quadrado de lado igual
a 2 metros, a base menor um quadrado de lado igual a 1 metro, e a distancia entre as bases igual a
1 metro. Um monumento foi construido justapondo-se esses dois troncos nas bases menores, apoian-
do-se em um piso plano por meio de uma das bases maiores, formando um sélido. Desta maneira, a
medida da area da superficie exposta do monumento é, em m?, igual a

al 4+ 6\5. 1202 +4. e) 102 —8.

b) 8. a1
3

(UVE (FGV-RY)

Dado um tetraedro regular de aresta 6 cm, assinale os pontos que dividem cada aresta em trés partes
iguais. Corte o tetraedro pelos planos que passam pelos trés pontos de divisdo mais préximos de cada
vértice e remova os pequenos tetraedros regulares que ficaram formados.

A soma dos comprimentos de todas as arestas do sélido resultante, em centimetros, é
a) 56. b) 32. c) 30. d) 36. e) 48.

TOTALDE ACERTOS \\EEWVIY/
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TOPICO

Corpos redondos

Y/ Revejao que aprendeu

Vocé deve ser
capaz de:

» ldentificar e classificar um cilindro.

» Reconhecer os elementos de um cilindro.

» Reconhecer cone, identificar e classificar seus elementos.

» Calcular o volume do tronco de cone.

» Identificar uma esfera e seus elementos.

» Calcular o volume da esfera e a area de sua superficie.

» Reconhecer fuso esférico e calcular a area de sua superficie.
» Reconhecer cunha esférica e calcular sua area e seu volume.

-

Cilindros

Consideremos um circulo de centro O e raio de medida r, contido em um plano o, e
um segmento de reta PQ, cuja reta suporte intersecta o.. Tomemos segmentos de reta
paralelos e congruentes a P_C], cada um deles com uma extremidade em um mesmo
semiespaco determinado por o. A reunido de todos esses segmentos é um sélido cha-
mado cilindro.

Elementos e classificacao
A , base n
» Adistancia entre os planos das bases é a altura do [ A

cilindro. geratriz
= . altura h
e Os segmentos paralelos a 00’, com extremidades eixo
em pontos das circunferéncias das bases, sao as geratriz
geratrizes. base

e Areta 00" é o eixo do cilindro.
Diz-se:
e cilindro obliquo, se a geratriz é obliqua aos planos das bases;

e cilindro reto, se a geratriz é perpendicular aos planos das bases. Nesse caso, a ge-
ratriz é a altura do cilindro.

--4->

>

soobooccoooollcog

llustragdes: Banco de imagens/Arquivo da editora

-

cilindro obliquo cilindro reto
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Areas do cilindro circular reto

Areadabase (A,)

— 2
A, = mr

Area lateral (A)

o

superficie lateral

A, = areade um retdngulo= A€ =2nr-h
Area total (A)

A=A+2-A= 2nr-(h+r

2mr

Arquivo da editora

llustracoes: Banco de imagens/

O cilindro circular reto é também chamado cilindro de revolucao, pelo fato de ser ge-
rado pela rotacao de um retangulo em torno de um de seus lados.

A reta 00" é o eixo de rotacao.

Al

\o
2
o

o' r

Volume do cilindro

O volume de um cilindro qualquer é:

V=A-h=mn-r’-h

Secao meridiana e cilindro equilatero

llustragoes: Banco de imagens/Arquivo da editora

Secao meridiana ¢ a intersecao do cilindro com um plano que contém o segmento 00"

A/ O N\B A B A0 TN
N R
h
D
D c D|2—|C
r

cilindro reto

cilindro obliquo A secdo meridiana é

um paralelogramo.

B

C

A

D——C

A se¢ao meridiana
€ um retangulo.

llustracoes: Banco de imagens/Arquivo da editora

Cilindro equilatero é um cilindro reto cuja secdo meridiana é um quadrado. Em um

cilindro equilédtero, g = h = 2r.

TOPICO 4 | CORPOS REDONDOS
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Cones

Consideremos um circulo de centro 0 e raio de medida r, contido em um plano o, e um
ponto V, nao pertencente a a. Chama-se cone circular, ou apenas cone, a reuniao dos
segmentos com uma extremidade em V e a outra em um ponto do circulo.

Elementos e classificacao

v e Cada segmento com uma extremidade em V e a ou-
tra em um ponto da circunferéncia da base é uma
geratriz do cone.

geratriz
N\,

e A distancia do vértice ao plano da base é a altura
do cone.

altura

Banco de imagens/Arquivo da editora

raio da base

Diz-se:
o cone obliquo, se a reta VO é obliqua ao plano da base;

o cone reto, se a reta VO é perpendicular ao plano da base. Nesse caso, VO 6 a altura
do cone.

llustracoes: Banco de imagens/Arquivo da editora

Zone obliquo

O cone circular reto é também chamado cone de revolucao, pelo fato de ser gerado pela
rotacao de um triangulo retdngulo em torno de um de seus catetos.

Observe que em um cone de revolucao vale a relacao:

P 4 [ = @

llustragdes: Banco de imagens/Arquivo da editora




Areas do cone circular reto

Areadabase (A,)

A base do cone é um circulo de raio de medida r, entao a area da base é:

— . rl
A =m-r

superficie lateral

llustragoes: Banco de imagens/Arquivo da editora

Area lateral (A,)

Area lateral ¢ a 4rea de um setor circular cujo raio mede g (medida da geratriz do cone
e cujo comprimento do arco é 2nr (perimetro da base).

Areatotal (A)

A superficie total de um cone é a reunido da superficie lateral com o circulo da base.
Assim, a area total do cone ¢ dada por:

A=A+A= A=n-r-(g+r

Volume do cone

O volume de um cone qualquer é:

Secao meridiana e cone equilatero

Secao meridiana de um cone é a intersecao dele com um plano que contém o seg-
mento VO. A secdo meridiana de um cone reto é um tridngulo isésceles.

o V %
]

3

g

g

<

Z

9 9 g

£

3

]

8

A B
2r
cone reto sec¢ao meridiana

Cone equilatero é um cone reto cuja secao meridiana é um triangulo equilédtero.
Em um cone equiladtero, g = 2r.
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Tronco de cone

plano paralelo
a base do cone

/

mm=d NOVO cONe

cone original

Elementos de um tronco de cone:

¢ base maior do tronco: é a base do cone origi-
nal ou primitivo;

e base menor do tronco: ¢ a secdo determi-

nada pelo plano ao intersectar o cone. Essa  altura

secdo é um circulo e corresponde a base do
novo cone;

e alturado tronco: ¢ a distancia entre os planos
das bases;

tronco de cone

de bases paralelas

base menor

base maior

Banco de imagens/Arquivo da editora

geratriz

¢ geratriz do tronco: ¢ um segmento contido em uma geratriz do cone original, cujas ex-
tremidades sdo pontos das circunferéncias das bases (sendo um ponto em cada base).

Areas do tronco de cone

A =mn-g-(R+r

€
A=A +A +A,
VVolume do tronco de cone

v=%h (R +Rr+r)

Pode-se também fazer a diferenca entre os volumes dos dois cones.

Cones semelhantes

A

- . Do =2
* razdo entre areas: -
B

- vV _ 3
e razao entre volumes: V =K

Banco de imagens/Arquivo da editora
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Esfera

Consideremos um ponto 0 e um segmento de medida r. Deno-
mina-se esfera de centro 0 e raio r o conjunto dos pontos do espaco

cuja distancia ao ponto 0 é menor ou igualar.

A esfera de centro O e raio r é o sélido de revolucao gerado pela
rotacao de um semicirculo em torno de um eixo que contém o didmetro.

Banco de imagens/Arquivo da editora

Secao de uma esfera

Quando um plano o.intersecta, em mais de um ponto, uma
esfera de centro 0 e raio de medida r, o conjunto de pontos
comuns ao plano e a esfera é um circulo, como mostra a figu-
ra. Esse circulo é chamado de secao da esfera.

Se o passar pelo centro 0, o raio da secao determinada serd
0 proprio raio da esfera e, nesse caso, a secdo recebe o nome
de circulo maximo da esfera.

Elementos de uma esfera

Banco de imagens/Arquivo da editora

Banco de imagens/Arquivo da editora

0 circulo associado ao equador (circulo maximo da esfera) divide a esfera em duas “partes”

iguais, conhecidas como hemisférios ou semiesferas.

e
olo
p ~ P,

paralelo

circulo

maximo

equador

Volume da esfera

3
0 volume V de uma esfera de raio r é dado por: v = 4%

Area da superficie esférica

A = 4mr?

hemisférios

TOPICO 4 | CORPOS REDONDOS
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Partes da esfera

Fuso esférico

Fuso esférico é a superficie gerada pela rotacdo de uma semicircunferéncia, a qual gira
o graus (0° < o < 360°) em torno do eixo que contém seu didmetro.

A drea do fuso é proporcional a a e, portanto, pode ser calculada por uma regra de trés
simples, comparando-a com a area da superficie esférica.

Se aproximarmos uma laranja a uma esfera, o fuso esférico nos remete a casca de
um gomo.
Para o. em graus:

360°—— d4nr’ o
—n [ A=

fuso,

Para oo em radianos:

Banco de imagens/Arquivo da editora

21 rad —— 4mr’
o—A

fuso

Cunha esférica

Déa-se o nome de cunha esférica ao sélido gerado pela rotacdo de um semicirculo que
gira o graus (0° < o < 360° em torno de um eixo que contém seu didmetro.

Aproximando uma laranja a uma esfera, a cunha esférica nos remete a um gomo.
O volume da cunha esférica é proporcional a o, e, portanto, pode ser calculado por uma
regra de trés simples.

Para oo em graus:

4 3
360°—— — mr 3
3 = chnha = i (1(
o——V 270

cunha

Para o em radianos:

Banco de imagens/Arquivo da editora

3

2r’o.
= chnha - 3

2 rad —— iTcr
3

o—V

cunha

A superficie de uma cunha esférica contida em uma esfera de raio r é a reunido de um
fuso esférico com dois semicirculos de raior.

Assim, a area total da cunha esférica é igual a soma da area do fuso esférico com a area
de um circulo de raio r.
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Y/ Aplique o que aprendeu

B\ Exercicios resolvidos

1. A figura mostra a planificacdo da superficie de Solucao:

um cilindro. Observe que g = 4 cm.

area X angulo

{n-42—360° T6m _ 360°

E{ = — = =
0 z A,—150° A, 150°
§ = A= A cm’
5cm 8 3
8cm ComoA,=m -r-g, vem:
o
20m _ _5
—— =n-r-4=r=-—=cm
3
2
_ #=r+|2| = h=317
Determine a area total, o volume e a area da se- 3 3
cao meridiana do cilindro correspondente.
Daf:
Solucao: 5
A=A +A=2T tg (ij = 8 oy
Temos: {an—S Sr=2 -4 em 3 S 7
h——5 2
- T T 25m 119
Ab:nrzzn. i :n.ﬁ:ﬁcmz V= Abhz 9 3 :25].["119 Cm3
T S 3 3 81
2 Perimetro da secao meridiana = 2r + g + g =
A€ =A retangulo =8-5=40cm
At=2'Ab+A€ :%+4+4:%Cm
A=2-18 140=g 24 +5]cn’ y
T T 3. Um cone de 15 cm de altura é intersectado por um
16 80 3 plano paralelo a base e distante 10 cm dela, deter-
V=A +h=—-:-5=—cm : ~ ; : .
T T minando uma secao de area 64w cm?. Determine o

, ~ o volume e a area lateral do tronco obtido.
Area da secao meridiana:

Solucao:
or-h=2-% 5= 40 oy T
T T
2. Afigura a seguir mostra a planificacao da super-
15¢cm

ficie lateral de um cone. Determine a area total e
o volume do cone, bem como o perimetro de sua
secao meridiana.

Banco de imagens/Arquivo da editora

Observe que a altura do cone obtido pela secao

Banco de imagens/
Arquivo da editora

4cm 4cm mede 15¢cm — 10 cm = 5 cm.
4em S\ Se a area da secdo (circulo hachurado) é 64m, en-
4cm tdom-s? = b4m = s =8cm.

)
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A razao de semelhanca entre os dois cones é:

H_15 _,
h 5
Dai:
R 35 R=3-s=R=3-8=24cm
s
_Ah _n-8-5_320n 3
= = = cm
cone menor 3 3 3
Como k = 3, entdo k® = 3° = 27 e 0 volume do cone maior é 27 - V__ =27 320n =2880r cm’
Dal’ Vtronco = Vmaior - Vmenor = r - S - 8 g
[T ! E
— 28805 — 20T _ 8320m : H
3 i £
' g 2
10 10 :
A, (tronco) = 1 - g+ (R +7r) : £
g2 =107 + 162=> g = 2/89 cm :
8 :—.| 16 @

A,=1-2-89 - (24 +8 = b4ny89 e’ = R=24 ’

4. Uma esfera de volume 361 cm?® é intersectada por um plano, determinando uma secdo de area 2w cm?.
Determine:

a) a distancia do centro da esfera ao plano;
b) a 4rea da superficie;
c) a area do circulo maximo da esfera.

Solugao:

a) Como V= %HRE, vem:

36n=%nR3 = R*=27 = R=3cm

Como a area da secao é 2w, temos:

n-st=21 = &£=2 = s=+2

£+5'=R = £+2=3 = d=+7 cm
b) A = 4tR? = 41t - 32 = 36 cm?

Banco de imagens/Arquivo da editora

c) A =n-R2=r-32=9tcm?

circ. maximo

5.0 volume de uma cunha de 30° contida em uma esfera de raio R, é 241 cm?. Determine a area dessa cunha.
Solucao:
Se o0 angulo de rotacao é 30° o volume da esfera é 12 vezes o volume da cunha, isto é, 12 - 241t = 288m cm?.
Dai:

%nR3=288n — R*=216 = R=bcm

A area da superficie esférica é 4n - R? = 41 - 62 = 1441w cm?; logo, a area do fuso é % “14bhr =12ncm’ e a

area da cunha é: 12n + m - 62 = 48w cm?.
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B\ Questdes

(¢H (FPE)

Milena é aluna do curso de Saneamento no campus Afogados da Ingazeira e convenceu seu pai a cons-
truir um tanque de tratamento da agua do esgoto no quintal de sua casa. Como o espaco disponivel nao
é tdo grande, o tanque tem por base um setor circular de um quarto de volta com 1 metro de raio e
2,5 metros de profundidade.

Se o tratamento utilizado por Milena consegue reaproveitar 80% da agua, estando o tanque completa-
mente cheio, quantos litros de dgua poderao ser reaproveitados? (r = 3,14).
a) 6289 litros. b) 7850 litros. c) 2000 litros. d) 2512 litros. e) 1570 litros.

(A (UFPR)

Um dos maiores silos do mundo para armazenamento de graos esta loca-
lizado na cidade de Primavera do Leste, no Mato Grosso. Suponha que esse A
silo é constituido por um cilindro circular reto com 24 m de raio e 22 m de

altura, no qual estad acoplado um cone circular reto com altura de 8 m,
conforme indicado na figura ao lado.

al Calcule o perimetro, em metros, da base do cilindro. Use m = 3,1.

b) Calcule o volume, em metros cibicos, desse silo. Use Tt = 3,1.

Reproducao/Arquivo da editora

(Ifal)

Certo tanque de combustivel tem o formato de um cone invertido com profundidade de 5 metros e com
raio maximo de 4 metros. Quantos litros de combustivel cabem, aproximadamente, nesse tanque? Con-
sidere m = 3,14.

a) 20000 ¢. b) 50240 €. c) 83733,33 ¢. d) 104 666,67 €. e) 150000 ¢.
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(FMP-RJ)

A figura mostra um retangulo ABCD cujos lados medem 7 cm e 3 cm. Um cilindro sera formado giran-
do-se o retangulo ABCD em torno da reta definida pelo seu lado AB.

N o
(-p £
; =
: L5
Al D 3
Y 2
3
z
O
3
<4
3
o
7 cm
B C
. 3cm

A medida do volume desse cilindro, em centimetros cubicos, é mais proxima de
a) 750 b) 441 c) 63 d) 126 e) 190

W 5. [=VIVe)

Em trabalhos de laboratério, é comum acompanhar o comportamento de liquidos
em aquecimento. Os liquidos, da mesma forma que os sélidos, passam por uma
dilatacao quando sdo aquecidos. Por nao possuirem forma especifica, os liquidos
assumem o formato do recipiente em que foram alojados.

Ao analisar o comportamento térmico de um liquido, percebe-se que sua dilatacado
ocorre ao mesmo tempo em que ocorre a dilatacao do recipiente, ou seja, quando
aquecido, o complexo (liquido + recipiente) se dilata. Na préatica, quando somente se
considera que a capacidade do frasco aumentou, a dilatacdo observada para o liquido
serd uma dilatacao aparente. A dilatacao real sofrida pelo liquido é superior a dilatacdo
aparente e ¢ idéntica a soma da dilatacao aparente com a dilatacao do recipiente.

Durante um experimento pratico de aquecimento de determinado liquido, foi utilizado um tubo de ensaio
graduado que indicava, inicialmente, a marcacdo de um volume de 30 cm?.

Apds 4 minutos de aquecimento, o volume no tubo de ensaio indicava 32 cm?® e também uma elevacéo
de, aproximadamente, 3 mm na altura do liquido armazenado no tubo de ensaio.

Considerando-se as informacoes dadas, pode-se concluir que o didmetro do tubo de ensaio, apds o
aquecimento, era de, aproximadamente:

a) 4cm b) 3cm c) 2cm d) 1.5cm

CADERNO DE ESTUDOS

Reproducao/CMMG, 2018



(™ (UEG-GO)

Deseja-se construir um reservatorio cilindrico circular reto com 8 metros de didmetro e teto no forma-
to de hemisfério. Sabendo-se que a empresa responsavel por construir o teto cobra R$ 300,00 por m?,
o valor para construir esse teto esférico serd de

Usen = 3,1.
a) R$22150,00 b) R$32190,00 c) R$38600,00 d) R$40100,00 e) R$29760,00

(Enem)

Com o objetivo de reformar os tambores cilindricos de uma escola de samba, um alegorista decidiu
colar aderecos plasticos na forma de losango, como ilustrado na Figura 1, nas faces laterais dos
tambores. Nesta colagem, os vértices opostos P e @ do adereco deverdo pertencer as circunferéncias
do topo e da base do tambor cilindrico, respectivamente, e os vértices opostos R e S deverao coinci-
dir apds a colagem do adereco no tambor, conforme ilustra a Figura 2. Considere que o didametro do
cilindro correspondente ao tambor meca 0,4 metro. Utilize 3,1 como aproximacao para m.

P C Py . >E
i P e
R s >
Q Q 2

Figura 1 Figura 2 a%

A diagonal RS do adereco a ser confeccionado pelo alegorista deve medir, em metro,

a) 0,124. b) 0,400. c) 0,496. d) 1,240. e) 2,480.

(€M (UPF-RS) L
Um tonel estd com 30% da sua capacidade preenchida por um certo combustivel. E
Sabendo que esse tonel tem diametro de 60 cm e altura de 00 cm, a quantidade %Cmé

T g
de combustivel contida nesse tonel, em litros, é H
a) 1,62 c) 162 e) 162000 :

b) 16,2 d) 180 60 cm

TOPICO 4 | CORPOS REDONDOS 83



[/

84

A (Uer))

Um depdsito de dleo tem a forma de um cone circular reto
cujo eixo vertical forma com suas geratrizes o angulo de
45°. Foram retirados desse depésito 19 m® de 6leo. Com
isso, a altura do nivel de 6leo foi reduzida em 1 m e passou 45° X
a ter X metros de altura.

Considerando t = 3, calcule a altura X do nivel de éleo.

NI (1IFBA)

Um metalurgico utilizou, num determinado trabalho, uma folha de metal retangular de dimensdes 20 cm
e 30 cm, com o intuito de formar um cilindro, unindo os lados da folha de metal de mesma dimensao, e
verificou que existiam duas possibilidades:

A: Utilizar o lado de 20 cm como altura do cilindro;
B: Utilizar o lado de 30 cm como altura do cilindro.

Considerando = 3, e chamando de V, o volume da possibilidade A, e V, o volume da possibilidade B.
Podemos afirmar que:

a] vV, =V, = 1000 c)V,=1000eV, = 1500 e]V, =1500eV, = 1000

b) vV, =V, = 1500 dJ vV, =2000eV, =3000

CNER (ifay)

Um garoto pega uma folha retangular de dimensdes 21 cm e 30 cm e une os lados menores formando
um cilindro. Qual o volume do cilindro obtido? Considere © = 3.

a) 630 cm?®. c) 14175 cm?®. e) 1890 cm?®.

b) 1102,5 cm?®. d) 1575 cm?®.

CADERNO DE ESTUDOS
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W12, (Famema-SP)

Um cilindro circular reto A, com raio da base igual a 6 cm e altura H, possui a mesma éarea lateral que
um cilindro circular reto B, com raio da base r e altura h, conforme mostram as figuras.

Reprodugao/Arquivo da editora

'

‘ecm tr

fora de escala

Sabendo que % =12 e que o volume do cilindro B é 240 cm?®, é correto afirmar que a diferenca entre

os volumes dos cilindros é
a) 50m cm?. b) 421 cm?. c) 45m cm?. d) 48w cm?. e) 37m cm?.

(\EA (EsPCEx-SP)

Corta-se de uma circunferéncia de raio 4 cm, um setor circular de an-

gulo % rad (ver desenho ilustrativo), onde o ponto C é o centro da cir-

cunferéncia. Um cone circular reto é construido a partir desse setor
circular ao se juntar os raios CA e CB.

Reproducao/Arquivo da editora

0 volume desse cone, em cm?, é igual a A 8

3 15 5
al %n c) gn el %T[ desenho ilustrativo — fora de escala
b) %n d) @n
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(Acafe-SC)

Um cone de revolucdo tem altura 8 cm e esté circunscrito a uma esfera de raio igual a 2 cm. A razéo
entre o volume da esfera e o volume do cone é igual a

1 1 1
a]A. b]8. c]2. d) 2.

UNE (UEM-PR)

Considere um plano a que contém o eixo de um cilindro circular reto, cujo raio mede 2 cm e a altura,
4 cm. Entao, é correto afirmar que:

01) Aintersecao do cilindro com o é um quadrado, cujo lado mede 4 cm.

02) O plano a divide o cilindro em dois sélidos, e o volume de cada um é 16w cm?®.
04) O plano a divide o cilindro em dois sélidos, e a area lateral de cada um é 8m cm?.
08) A reta que contém o eixo do cilindro esta inteiramente contida no plano.

16) Qualquer reta perpendicular ao plano o é paralela aos planos que contém as bases do cilindro, ou
estd contida em um deles.
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(A (UEFS-BA)

Se um cone circular reto tem altura igual a 4 cm e base circunscrita a um hexagono regular de lado
medindo 2 cm, entdo a sua area lateral, em cm? mede, aproximadamente,

al 4y b) 4my5 c) 4n d w3 e) T2

(UFU-MG)
Um recipiente conico utilizado em experiéncias de quimica deve ter duas
marcas horizontais circulares, uma situada a 1 centimetro do vértice do
cone, marcando um certo volume v, e outra marcando o dobro deste
volume, situada a H centimetros do vértice, conforme figura.

Nestas condicoes, a distancia H, em centimetros, é igual a: marca 1 Hom
1cm
al 2 bl V3 o4 s v

3 2

marca 2

UNEA (FMP-RY)

Um recipiente cilindrico possui raio da base medindo 4 cm e altura medindo 20 cm. Um segundo reci-
piente tem a forma de um cone, e as medidas do raio de sua base e de sua altura sdo iguais as respec-
tivas medidas do recipiente cilindrico.

Qual é a razao entre o volume do recipiente cilindrico e o volume do recipiente cénico?

1 1

TOPICO 4 | CORPOS REDONDOS
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(\EA (EEAR-SP)

Um escultor ird pintar completamente a superficie de uma esfera de 6 m de didametro, utilizando uma
tinta que, para essa superficie, rende 3 m? por litro. Para essa tarefa, o escultor gastard, no minimo,

litros de tinta. (Considere ™ = 3.)
a) 18 b) 24 c) 36 d) 48

(W (IFPE)

88

Maria Carolina resolveu sair um pouco do seu regime e foi saborear uma deliciosa sobremesa compos-
ta por trés bolas de sorvete e 27 uvas, conforme a imagem abaixo. Suponha que as bolas de sorvete e
as uvas tenham formatos esféricos e que Maria Carolina comeu toda a sua sobremesa.

Viktor1/Shutterstock

Disponivel em: <http://s1.1zoom.me/big3/144/
Ice_ceam_Blueberries_440624.jpg>. Acesso em 20 maio 2017.

Usando m = 3, sabendo que os raios de cada bola de sorvete tém 4 cm e, de cada uva, 1 cm, podemos

afirmar que ela consumiu, nessa sobremesa, em centimetros cubicos, um total de
a) 108. b) 768. c) 876. d) 260. e) 900.

(VA (PUC-SP)

0 volume de um cilindro de 8 cm de altura equivale a 75% do volume de uma esfera com 8 cm de dia-

metro. A area lateral do cilindro, em cm?, é

a) 402 b) 3643 ) 32 n d) 2437

CADERNO DE ESTUDOS




(VA (UEG-GO)

Ao triplicarmos o raio e tomarmos a terca parte de uma esfera, ela possuira, em relacéo a esfera origi-

nal, um volume
a) 2 vezes maior d) 12 vezes maior

b) 3 vezes maior e) 20 vezes maior
c) 9 vezes maior

(IFCE)
Dentre todos os retangulos de perimetro P = 40 cm, iremos rotacionar o de drea maxima em torno de
um de seus lados, gerando um cilindro. O volume deste cilindro, em cm?, é
a) 500m. c) 50m. e] 1000m.
b) 257. d) 100m.

TOTALDEACERTOS \\EWYAY/
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CADERNO DE ESTUDOS

Matrizes, determinantes
e sistemas Lineares

Vocé deve ser
capaz de:

» Identificar os elementos de uma matriz através de sua representacao genérica.
» Realizar operacdes com matrizes.

» Determinar a inversa de uma matriz, quando existir.

» Calcular o determinante de uma matriz.

» Aplicar as propriedades dos determinantes.

» Representar geometricamente uma equacéao linear de duas variaveis.

» Resolver sistemas lineares por escalonamento.

» Discutir um sistema em funcdo de um ou mais parametros.

» ldentificar quando um sistema é determinado, indeterminado ou impossivel.

» Reconhecer, resolver e classificar sistemas homogéneos.

-

Matrizes

Uma matriz do tipo (ou formato) m X n, ou simplesmente matriz m X n, é uma tabela
de m - n nimeros reais dispostos em m linhas (filas horizontais) e n colunas (filas verticais).

Representacao genérica

Consideremos uma matriz A do tipo m X n. Um elemento qualquer dessa matriz pode
ser representado pelo simbolo a, no qual o indice i refere-se a linha e o indice j refere-se
a coluna em que se encontra tal elemento.

Parapconhecermos os elementos de A = (au)3X2 tal que a, = 2 -1 — |, representamos
aH aWZ
A=la, a,
| 331 33
a, =_2-1 — 1 =1;a12=2-1 _2:0732122'2_1 = 3 e assim por diante;
10
A=1|3 2
54

e Matriz quadrada: é uma matriz que possui nimero de linhas igual ao nimero de colunas.
Por exemplo:

A=
diagonal diagonal
secundaria principal

é uma matriz quadrada 2 X 2. Dizemos que A é matriz quadrada de ordem 2.



e Matriz transposta: trocam-se, ordenadamente, linhas por colunas. Por exemplo:

4 2
acf2 ) oaz(2 Nogzlr ol et 3
1-3 4 -3 - 20 -7

Matriz identidade

Seja A uma matriz quadrada de ordem n.
A é denominada matriz identidade de ordem n (indica-se por| ) se os elementos de sua
diagonal principal sao todos iguais a 1 e os demais elementos sao iguais a zero. Assim:

e |,= g] ?J é a matriz identidade de ordem 2.
100

e |,=1010[éamatrizidentidade de ordem 3.
001

Operacoes entre matrizes

Adicao e subtracao

Para realizar essas operacoes, as matrizes envolvidas devem ser do mesmo tipo. Basta
somar (ou subtrair) os elementos correspondentes:

Exemplos:
3.4 2| o1 M |3 5 2 2.5) (=2 3 [ 4 2
o IR 2= 2 e [-1 6|—| 2 5[=[=3 1
-2 =4 —1 -3 1 2 L -2 3 - 1 -1

Multiplicacao de um namero real por uma matriz

Basta multiplicar esse niUmero por cada um dos elementos da matriz.
Exemplo:

-1 442
Se A= 0 , entdo [—2]'A=[ ? _i _2‘[42_).

2
Multiplicacao de matrizes

Para que exista o produto de duas matrizes A e B é preciso que o niUmero de colunas de
A seja igual ao numero de linhas de B.
A matriz produto C é do tipo m X p (m é o n2 de linhas de A e p é o n2de colunas de B).
A B, =C
p m

m X n n X X p
Exemplo:
p 2 31 o
Dadas as matrizesA=( 0 2) eB=|0 5| vamos determinar, se existirem, A - B
- 41
eB-A.
c, C
Aris By =Gy = C! CZ]
* ¢, (linha1deAecoluna1deB): * ¢, (linha 1 deAecoluna?2de B):
2 3 1 1 2 3 1 =2
5
1
c,=2-1+3-0+1-4=6 c12:2'(—2)+3-5+1-1=12
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* ¢, (linha?2deAecoluna 1deB): * ¢, (linha?2deAecoluna2de B):

=1 | 2 1 =1 0 2 =2
0 g
1
¢, =(=1-14+0-0+2-4=7 c,=(=1-(=2)+0-5+2-1=4
Logo,C= (6 12}
7 4
Observacoes:

e A multiplicacado de matrizes ndo é comutativa, isto é, em geral, A- B # B - A
e Valem as seguintes propriedades:
I. Associativa: (A-B)-C=A-(B-C)
. Distributiva a direita em relacdo a adicdo: (A+ B)-C=A-C+B-C
lIl. Distributiva & esquerda em relacdo a adicdo: C- (A+B)=C-A+C-B

Matriz inversa

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz A ¢ dita inversivel (ou invertivel) se
existe uma matriz B (quadrada de ordem n), tal que:

A-B=B-A=|

Nesse caso, B é dita inversa de A e é indicada por A",

Exemplo: Determine, se existir, a inversa de A= (g ;]

57_ab:10=>5a+7c5b+7d:10
23) \cd 01 2a+3c 2b+3d 01
Podemos definir o valor das incognitas pelos sistemas:

ba+7c=1
2a+3c=0

= a=3ec=—-2e db+7d =0 = b=—-7ed=5
2b+3d=1

Assim, concluimos que A é invertivel e A= [ g _Z]

Determinantes

O determinante de uma matriz quadrada é o nimero real obtido a partir de operacoes
entre os elementos da matriz.

Caso2 X 2

M=(a b]edetM=a-d—b-c

cd
Indicaremos esse ndmero por: det M ou det [a b] ou|? Z‘
c c
Exemplos:
b 4| B 2-1) B
- | 1‘—6-1—4-3——6 . det(4_3)—2-(—3)—4-(—1)——2
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Caso3 x 3

abc
O determinante da matriz|d e f |é onimeroreal: aei + bfg + cdh — ceg — afh — bdi
ghi

que pode ser obtido pela regra pratica de Sarrus:

—ceg — afh —bdi aei bfg cdh

Exemplo:

13 b
Vamos calcular o determinante da matriz A= li 2 4 6
—4 1 =1

1 N3 >5] 1 3”7
> ~
247 TS 27 4
RGP S
i ~
+80 ) +6
detA= 80— 6+ 6—4—72+10=14

Propriedades dos determinantes

Multiplicacao de uma fila por um nimero real

Quando os elementos de uma fila (linha ou coluna) de A sdo multiplicados por um
numero real k, k # 0, obtemos a nova matriz A" e vale a relacao:
det A" =k -det- A

Exemplo:
Se R é uma matriz quadrada de ordem 2 tal que det R = —5, qual é o valor de det(4 - R)?

R— ab — 4-R= 4a b
cd 4c 4d

Observe que a 12 linha de R é multiplicada por 4, o mesmo ocorrendo com a 22 linha.
Dai, det(4 - R) = 4 - 4 - det R = 42 - (—=5) = —80.

Teorema de Binet

Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem, vale a relacao:

det(A - B) = (det A) - (det B)

Matriz inversa e determinante

M é inversivel se, e somente se, det M # 0.

1
detM

Além disso, vale a relacao: det(M ™) =

TOPICO 5 | MATRIZES, DETERMINANTES E SISTEMAS LINEARES
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Exemplo: A= |: i 1:| é inversivel se det A # 0, isto é,
X

3-x—(—4)¢0:>3x+4¢0:>x#—%

Sistemas lineares
Equacao linear
Equacao linear nas incognitas X,, X,, ..., X_ € toda equacao do tipo:

ax, +tax,+..+ax =b
n n
emquea,a,..a e b sao coeficientes reais.

Chamamos b de coeficiente (ou termo) independente da equacao.
Exemplos:
e 2x+3y—z=5 e xt+ty=2 * — X, +x,—x,=0

Sistemas lineares 2 X 2

Um sistema linear 2 X 2, nas incégnitas x e y, € um conjunto de duas equacdes lineares
em que X e y sdo as incdgnitas de cada uma dessas equacdes.

Uma equacao linear com duas incognitas (x e y) é representada, no plano cartesiano,
por uma reta. Por exemplo, x + 2y = 3 é representada pela reta r abaixo:

y
i I

-3 | 3

=1 2

3

0 2

3 0

X 1 1
Um sistema linear 2 X 2 pode ser classificado de acordo e o, Jxty=6
com o numero de solucdes que possui. Veja: — XEMPRO: {x —y=2

S ={(42)}

determinado (S.P.D.)

el Unica solucao; retas concorrentes
possive

tem solucao

indeterminado (S.P.l.)

Sistema linear

2 X2 . i infinitas solucoes; retas coincidentes
impossivel (S.1.)

nao tem solucao; —— Exemplo:
retas paralelas Xx— y=1
v =2y =2
-2+ y=5 S =
_ ={y+1,ylcomy€eR}
Exemplo: { Ix—2y =8
S=¢

CADERNO DE ESTUDOS



Sistemas escalonados

Observe os sistemas lineares a seguir:

x—y+22=5
° y_3Z:7
z=-2

. {3)( Sy +2=—4
y— z=7
Eles apresentam as seguintes caracteristicas comuns:
» Em cada equacao existe pelo menos um coeficiente (de alguma incdégnita) ndo nulo.

e Considerando a ordem “de cima para baixo”, o niumero de coeficientes nulos, antes
do 12 coeficiente nao nulo, aumenta de equacao para equacao.

Os sistemas que apresentam tais caracteristicas sdo chamados sistemas escalonados.

Escalonamento e resolucao de um sistema

Exemplo: X+2y+ z=9 X+2y+ z=9
X+ y—2z=3 ~ —3y —3z2=—15¢[-2)-(1? eq)+ (22 eq.] ~
X—y—2z=—4 =7y =52 = =31« (-3]- (12 eq.)+ (3 eq.)
x+2y+ z=9 x+2y+z=9
~ y+z=5 ~ y+z=5
=7y — 5z =-31 22 =4 « 7-(22eq)+(3%eq)

Dai:z=2=y=3ex=1;5={(1,3, 2)}; S.P.D. (solucdo Unica).

Discussao de um sistema
Se o nUmero de equacdes for igual ao nimero de incégnitas, vale a seguinte regra:
e D#0=S.PD.

e D=0=SPlouS.l
em que D é o determinante da matriz dos coeficientes do sistema.

Sistema homogéneo
Dizemos que um sistema linear € homogéneo se o termo (ou coeficiente) independente
de cada uma de suas equacoes é igual a zero.

4x + 5y =0

Exemplo:
—-2x+7y=0

Um sistema homogéneo com n incégnitas sempre admite a sequéncia (0, 0, ..., 0) como
%,—/

nzeros

solucao.

Essa solucdo é chamada nula, trivial ou imprépria. Desse modo, um sistema homogéneo
é sempre possivel, pois possui, ao menos, a solucdo nula.

Se o sistema sé possui a solucao nula, ele é possivel e determinado.

Havendo outras solucoes, além da solucdo nula, ele é possivel e indeterminado. Essas
solucées recebem o nome de solucdes proprias ou nao triviais.
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B\ Exercicios resolvidos

1.Resolva a equacao matricial A - X = B, sendo A = [5 7) eB= [4]

23 1
Solucao:
Precisamos, inicialmente, determinar a ordem da matriz X.
Temos:
A - X = B
\’ \ \

(2x2) (hxp) (2x1)

n=2ep=1;assim:x=(rJ
s

Dai, ST |r|=|4 de onde resulta o sistema {5r+7s=4‘
23 S 1 2r+3s=1

cujasolucdoér=5es = —3.

Assim, X = [ 5].
-3

2.Para que valores de m o sistema a sequir é determinado, indeterminado e impossivel?

2x + my =3
—4x + by =—6
Solucgao:
D=| 2™ =12+ 4m

SeD#0,istoé, 12 + 4m # 0 = m # —3, o sistema é determinado.
SeD =0, isto é, m = =3, podemos ter S.P.I. ou S.I.

{2)( — 3y = 3 é indeterminado.

Substituindo no sistema, vem: { x—3y=3 _ {ZX —3y=3

—4x + by = =6 0=0
Determinado: m # —3; indeterminado m = —3.

bx — y+ z=0
3.Determine p € R de modo que o sistemay x + y + pz=0 admita solucdes proprias.
2x —3y+7z=0
Solucao:

Devemos ter S.P.I. Como o sistema é homogéneo, a condicao D = 0 é suficiente, isto é:

N — &~

=1 1
1T pl=0>28—-2p—-3-2+12p+7=0=p=-3
=37
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B\ Questdes
(M (Epcar-MG)

Considere A, B, C e X matrizes quadradas de ordem n e inversiveis. Assinale a alternativa FALSA.
al (A7) =A

b)(A-B-C)'=C"'-B'-A"T

cJA-X-C=B=X=A"'-C'"-B

d det- A -B =2 . detA
detB

(WA (Epcar-M0)

Carlos, Paulo e José resolveram fazer um lanche na praca de alimentacao de um shopping center.

Ao observarem o cardapio disponivel, perceberam que teriam que pedir o que era denominado de “Combo”,
ou seja, um combinado de varios itens por um preco ja especificado.

Assim, os Combos solicitados foram:

- Combo 1: R$ 15,00 — 2 hamburgueres, 1 suco e 1 sobremesa
- Combo 2: R$ 24,00 — 4 hamburgueres e 3 sucos

- Combo 3: R$ 35,00 — 5 sucos e 3 sobremesas

O valor individual dos hamburgueres é o mesmo, bem como o valor individual dos sucos e o valor indi-
vidual das sobremesas, ndo importando qual combo foi escolhido.

O quadro a sequir mostra a quantidade de cada um dos itens dos Combos que Carlos, Paulo e José
consumiram:

Carlos

Paulo

José

Se Carlos, Paulo e José se organizaram para descobrir o valor individual de cada item e pagaram indi-
vidualmente apenas pelo que cada um consumiu, entdo é correto afirmar que

a) Carlos pagou R$ 9,00 a mais que Paulo.

b) a diferenca entre o que Carlos e José pagaram foi de R$ 3,00.

c) Paulo e José pagaram o mesmo valor.

d) Carlos pagou mais que José, que pagou mais que Paulo.
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(€A (PUC-SP)

Uma matriz quadrada de ordem n é chamada triangular superior se a, = Oparai>j. Os elementos de
uma matriz triangular superior T, de ordem 3, onde i <, sdo obtidos a partir da lei de formacao t,= 21— .
Sendo A = [—1 1 1] uma matriz de ordem 1 X 3 e A' sua transposta, o produto A - T - A" é a matriz

1 X 1 cujo Unico elemento vale

alo c) 7
b) 4 d) 28
(A (ITA-SP)
100 702

Selam D=0 2 0 |eP=]0 10|

[O 0 3] lZ 0 5]
Considere A= P~'-D - P. Ovalor de det(A2 + A) é
a) 144 d) 324
b) 180 e) 360
c) 240
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(& (Unicamp-SP)

Sendo a um numero real, considere a matriz( S _? ) Entdo, A% é igual a
,I O ’I a (,I ,I) a2017
a(19) bl(0 _1). a(11) a |l
(X (UPM-SP) c0s17° 0 senl17° |
Para a matriz quadradaM= 1 1 1 o valor do determinante de M0 ¢
sen28° 0 cos 28°
al - b) - o L d) —— e)
16 32 b4 128 256
(ITA-SP)
Considere o sistema de equacoes
127,38 4
X y 7
si4 4 Bl 40 _yg
X oy z
2% %
X y zZ
Se (x, y, z) € uma solucdo real de S, entdo Ix| + lyl + Iz| éigual a
al 0 b) 3 c 6 d 9 el 12
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(€M (UEPG-PR)

Uma empresa vai distribuir a quantia de R$ 6 100,00 de gratificacdo para seus 30 funcionarios. Cada
funcionério de nivel A vai receber R$ 300,00; de nivel B, R$ 250,00 e de nivel C, R$ 100,00. Sabendo que
os funcionarios de nivel A receberam, no total, o dobro dos de nivel C, assinale o que for correto.

01) O numero de funcionéarios de nivel C é maior que 10.

02) Os funcionarios de nivel A receberam, no total, R$ 2400,00.

04) Os funcionarios de nivel B receberam, no total, R$ 3000,00.

08) O ndmero de funcionarios de nivel A é 10.

(€A (ESPM-SP)

Bia é 6 anos mais velha que Carla. Ha 2 anos, a idade de Bia era o triplo da idade de Ana e daquia 1 ano
serd igual a soma das idades de Ana e Carla. Podemos afirmar que:

a) Ana tem 7 anos.

b) Bia tem 12 anos.

c) Ana é mais velha que Carla.

d) Carla tem 6 anos.

e)] Ana e Carla tém a mesma idade.

Leia o texto para responder a questao a seguir.

Uma tela de computador pode ser representada por uma matriz de cores,
de forma que cada elemento da matriz corresponda a um pixel' na tela.
Numa tela em escala de cinza, por exemplo, podemos atribuir 256 cores
diferentes para cada pixel, do preto absoluto (cédigo da cor: 0) passando
pelo cinza intermediario (cédigo da cor: 127) ao branco absoluto (cddigo
da cor: 255).

|*Menor elemento em uma tela ao qual é possivel atribuir-se uma cor.|

Suponha que na figura estejam representados 25 pixels de uma tela.

A matriz numérica correspondente as cores da figura apresentada é dada por

255 0 127 0 255
0 127 0 255 O
127 0 255 0 127
0 255 0 127 O
255 0 127 0 255

CADERNO DE ESTUDOS
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(XA (Fatec-SP)

Uma matriz M = (au.), quadrada de ordem 5, em que i representa o nimero da linha e j representa o
numero da coluna, é definida da sequinte forma:

0,sei=|
a =1127,sei>]

255, se i< |

A matriz M corresponde a uma matriz de cores em escala de cinza, descrita pelo texto, em uma tela.
Sobre essa matriz de cores, pode-se afirmar que ela

a) terd o mesmo nuimero de pixels brancos e cinzas.

b) terd o mesmo numero de pixels brancos e pretos.

c) terd o mesmo nimero de pixels pretos e cinzas.

d) terd uma diagonal com cinco pixels brancos.

e) terd uma diagonal com cinco pixels cinzas.

(R (Unicamp-SP)

Sejam a e b nimeros reais. Considere, entdo, os dois sistemas lineares abaixo, nas variaveis X, y e z:

{x—y=a o {x+y=2

—y=1 y+z=b
Sabendo que esses dois sistemas possuem uma solucdo em comum, podemos afirmar corretamente que
ala—b=0.
bla+b=1.
cda—-b=2
da+b=3.
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U\ (1ITA-SP)

Determine todos os valores reais de a para os quais o seguinte sistema linear é impossivel:
X+ay+z=2
—X—2y+3z=—1
3x+az=5

(XA (Unicamp-SP)

Sejam a e b nimeros reais tais que a matriz A= [ 12 :Isatisfaz aequacdo A’=aA + bl,emqueléa

01
matriz identidade de ordem 2. Logo, o produto ab é igual a
al —=2.
b) —1.
c 1.
d) 2.
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(IFPE)

Rodrigo, Otavio e Ronaldo gostam muito de comida japonesa e sairam para comer temaki, também
conhecido como sushi enrolado a mao, cujo formato lembra o de um cone. Foram, ent&o, visitando varios
restaurantes, tanto no sdbado quanto no domingo. As matrizes a seguir resumem quantos temakis cada
um consumiu e como a despesa foi dividida:

320 230
S=1112|eD—-|0 21
032 102

S refere-se as quantidades de temakis de sabado e D as de domingo. Cada elemento a; nos da o nimero
de cones que a pessoa i pagou para a pessoa j, sendo Rodrigo o nimero 1, Otavio, o nimero 2 e Ronaldo,
o nUmero 3 ((a”.) representa o elemento da linha i e da coluna j de cada matriz).

Assim, por exemplo, no sabado, Rodrigo pagou 3 temakis que ele proprio consumiu (a,,}, 2 temakis con-
sumidos por Otavio (am) e nenhum por Ronaldo (aw), que corresponde a primeira linha da matriz S.
Quantos temakis Otavio ficou devendo para Rodrigo neste fim de semana?

a) nenhum c) 2 el 4

b) 1 d) 3

U\ (Epcar-MG)

1
Seja A a matriz [ 07 :l
20
Sabe-seque A"=A-A-A. .. A
Entdo, o determinante da matrizS = A + A? + A3+ ... + A" éigual a
al 1 b) —31 c) —875 d) =11
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(A (EFOMM-RJ)

Para descrever um cédigo que permite transformar uma palavra P de trés letras em um vetor w € R®,
inicialmente, escolhe-se uma matriz 3 X 3. Por exemplo, a nossa “matriz cddigo” seréa:

220
A=|3 3 1
1701

A partir da correspondéncia:

A—-1/B—-2/C—-3/D>4/E—-5/F—-6/G—-7/H=8/1-9/J=>10/L=>11/M=>12/
N— 183/0—=14/P—=15/Q—16/R—=17/S—=18/T—=19/U—-20/V—>21/X—22/7-23

a palavra P é transformada em vetor v do R®*. Em sequida, o cdédigo da palavra P é obtido pela opera-
cdow = Av. Por exemplo, a palavra MAR corresponde ao vetor (12, 1, 17) = v, a qual é codificada com
w = Av = (26, 56, 29).

Usando o processo acima para decodificar w = (64, 107, 29), teremos

alx=18y=142z=11/S0L dlx=11y=20z=1/LUA
blx=12,y=5z=11/MEL el x=20,y=21,z=1/UVA
cJx=12,y=1z2=20/MAU

(ITA-SP)

Sejam A e B matrizes quadradas n X ntaisque A+ B =A-Bel amatrizidentidade n X n. Das afirmacoes:
l. I —Béinversivel;

Il. I — Aéinversivel;

. A-B= B-A.

é (sao) verdadeiral(s)

a) Somente I. d) Somente l e Il.
b) Somente II. e) Todas.

c) Somente 1.
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UNEA (EsPCEx-SP)

) , . i—j, sei>]
Uma matriz quadrada A, de ordem 3, é definida por 3= L sei< |
— f sel =
Entdo det(A™") é igual a :
al 4
b) 1

c) 0
1
d_
]4
1

e];

(A (Epcar-MG)

Sejam a e b nimeros positivos tais que o determinante da matriz vale 24.

o - N =
DLDD
o T o O
N

Yo ﬁ}éiguala
5

Dessa forma o determinante da matriz {

al 0
b) 6
c) =6

d) Vo
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SejaamatrizA=]cosx 0
senx 2 1

(¥ (Epcar-MG)
1 COS X senx]

Considere a funcdo f: R — R definida por f(x) = det A.

Sobre a funcdo g: R — R definida por g[x]=1—i - |f(x]I, em que If(x)| é o mddulo de f(x), é correto
afirmar que 2
a) possui periodo .

b) seu conjunto imagem é —%,0].

d) é crescente no intervalo % )

N

c) é par. { B}

(VA (UFPR)

Faca o que se pede.

al Sejac e [O, %] Sabendo que sen o. = 0,6, calcule cos o e o determinante da matriz A= (coic,oc é‘)
cos® send O
b) Encontre todos os valores de 6 € R para os quais a matriz B = 1 cosO® senB |temdeterminante

det(B) = 1. (R
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UVA (IFPE)

Anselmo (1), Eloi (2), Pedro (3) e Wagner (4) sdo matematicos e, constantemente, se desafiam com exer-
cicios. Com base na matriz D, a seguir, que enumera cada elemento 3, representando o nimero de
desafios que i fez a j, assinale, respectivamente, quem mais desafiou e quem foi mais desafiado.

a) Anselmo e Pedro.
b] Eloi e Wagner.

c) Anselmo e Wagner.
d) Pedro e Eloi.

e) Wagner e Pedro.

(V&R (EsPCEx-SP)

a a—b’ b

ConsidereamatrizM=| 5 z# 0 | Seaeb sdondmeros reais nao nulos e det(M) = 0, entdo o valor
2 5 3

de 14a? — 21b%? é igual a

a) 15 d) 49

b) 28 e) 70

c) 35

TOTAL DE ACERTOS _ /23
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TOPICO

Andlise combinatoria
e probabilidade

a 0 que aprendeu

Vocé deve ser
capaz de:

» Resolver problemas de contagem usando o principio multiplicativo (ou PFC).
» Resolver problemas envolvendo os agrupamentos simples com ou sem o uso de férmulas.
» Resolver problemas envolvendo permutacdes com elementos repetidos.

» Definir espaco amostral e eventos em experimentos aleatdrios.

» Calcular probabilidade em espacos equiprovaveis ou nao equiprovaveis.

» Calcular a probabilidade da uniao e da intersecao de dois eventos.

» Calcular probabilidades condicionais.

» Reconhecer eventos independentes.

» Usar a lei binomial da probabilidade.

» Expandir expressdes do tipo (a + b)" usando o teorema binomial.

» Determinar o termo geral do Binémio de Newton.

-

Analise combinatoria

Principio multiplicativo (ou Principio fundamental da contagem)

Suponha que uma sequéncia seja formada por k elementos (a1, a, A, ..., ak), em que:

* a, pode ser escolhido de n, maneiras distintas;

* a, pode ser escolhido de n, maneiras diferentes, a partir de cada uma das esco-
lhas anteriores;

* a, pode ser escolhido de n, modos diferentes, a partir de cada uma das escolhas
anteriores;

* a _pode ser escolhido de n, maneiras distintas, a partir das escolhas anteriores.
Entdo, o nUmero de possibilidades para construir a sequéncia (aw, a, a, ..., ak) é:
NNy Ny Ny

Fatorial

Dado um nUmero natural n, definimos o fatorial de n (indicado por n!) por meio das relacoes:

Sen=0,entdo 0! =1(l)
Sen=1,entdo 1!l = 1{(ll)

Sen=2entaon!=n-n—=1-n=2)-...-3-2-1(lll)
Por exemplo:
20=2-1=2
3=3:-2-1=56

L1=4-3-2-1=24
Observe que:

nl=n-(n—1! ,neN*

CADERNO DE ESTUDOS



Exemplos:

71 7l 1

nl o _ n-h—1-h=7
-2 [l

Agrupamentos simples: permutacoes, arranjos e combinacoes

=nln—1=n’—n

Sao grupos de k elementos distintos escolhidos entre os n elementos de um conjunto,
comk = n.

Permutacoes

Dados n elementos distintos, chama-se permutacao simples ou simplesmente permu-
tacdo todo agrupamento ordenado (sequéncia) formado por esses n elementos.

P=n-(h=1-(h=2-.-2-1istoé, P =nl
2
ne de permutacoes de n elementos

Arranjos

Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-se arranjo desses n elementos,
tomados k a k (com k < n), qualquer agrupamento ordenado de k elementos distintos es-
colhidos entre os n existentes.

|
A =_N
K =K

Combinacoes

Dados n elementos distintos, chama-se combinacao desses n elementos tomados
kak(comk=<n) qualquer subconjunto formado por k elementos distintos, escolhidos
entre os n.

A combinacdo é um agrupamento nao ordenado.

(G L ou n!

C e
K " =K k!

Permutacoes com elementos repetidos

Dados n elementos, dos quais n, sdo iguais a a,, h, sdo iguais a a,, h, sdo iguais a a,, ...,
n sdoiguaisaa: (em que n+n,.+n= n), o nimero de permutacdes desses n elemen-
tos é dado por:

P(m, M cemn nr) _ n!

n T oalonle ol
n!-nt-..-n!

Exemplos:
e O nUmero de anagramas da palavra PARAGUAI é:

P = 8L — 4720
31
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e Jd onUmero de anagramas de ITAPETININGA é:

3 letras |
2 letras T

/ 2 letras N
/ 2 letras A
13‘2‘2‘2/ 12! _

P, = ——=—— =9979200

! 31.21.21.2
Bindmio de Newton

Teorema binomial
Sendon € N e aebnimeros reais, temos:

(a+ b)n = (n) -a'+ (n)a”_1 b+ [”)a”‘z B4+ (”] B
0 1 3 n
Por exemplo:
© Bx+2f= [Z‘J (3 + (“) (3 2+ [‘*J (37 2 + (“) (3 20+ [A] -2
0 1 2 3 4

Isto é: (3x + 2)4 = 81x* + 216x3 + 216x% + 9bx + 16.

Observe que, no desenvolvimento de (a — b)" os termos s3o, alternadamente, positivos
e negativos.

Termo geral
0 termo (E] -a" 7" - b* é chamado termo geral do bindmio, pois, atribuindo valores para
k(k=0,1,2 ... n), obtemos todos os termos do desenvolvimento de (a + b)".

Triangulo aritmético

. 0

linhaO 0

. 1 1

linha1 0 1

. 2 2 2

linha?2 0 : ’

. 3 3 3 3
linha3 0 ! ) (3J

) 4 4 4 4 4
linha 4 0 ' ? (:J {AJ

o (5 () 6) ) ) - (0

Notemos que a expressao “linha k" significa a linha de “numerador” k.



Calculando cada coeficiente, obtemos:
1

1
1
1
1
1
1

Note que os elementos da linha n desse tridangulo correspondem, ordenadamente, aos
coeficientes obtidos no desenvolvimento binomial de (a + b)™

Coeficientes binomiais complementares
Dois coeficientes binomiais equidistantes dos extremos sao chamados coeficientes

binomiais complementares.
(n) = (nJ = p=koupt+k=n
p k

Soma dos elementos da linha k

Probabilidade

O conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento aleatério é chamado
espaco amostral e ¢ indicado pela letra grega Q (lé-se "6mega”).
e No lancamento de uma moeda, o espaco amostral é o conjunto Q = {K, C}, em que

K representa a face cara e C representa a face coroa. Observe que n(Q) = 2, isto é, o

nUmero de elementos do conjunto Q é igual a 2.

e No lancamento de um dado, o espaco amostral ¢ Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
e Ao lancar um dado duas vezes, sucessivamente, considerando a sequéncia de nimeros
obtidos, temos:

Q=1{11),(1,2), . (2,1, ., B 1), s (6, 1), (B,1), s (6,1), ey (6, 6)); 0(Q) = 36.
Evento é qualquer subconjunto do espaco amostral (Q) de um experimento aleatério.
Considerando o lancamento de um dado duas vezes, temos os sequintes eventos:

* E,:asoma dos pontos obtidos € 10.
E, =1{(55); (4, 6); (6, 4)}
* E,: 0 produto dos nimeros obtidos € menor que 7.
E,=1{01,1);(1,2);(1,3); (1,4); (1,5); (1, 6); (2, 1); (2, 2); (2, 3); (3, 1); (3, 2); (4, 1); (5, 1); (6, 1)}

Evento complementar (E)
Seja E um evento de um espaco amostral Q. Chamamos evento complementar de E,
em relacao a Q (indica—se por E ou [:5) o0 evento que ocorre quando E nao ocorre.
Q Note que:
FUE=Q
ENE=0

Banco de imagens/
Arquivo da editora

E ocorre quando E nao ocorre.
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Frequéncia relativa e probabilidade

Considere uma moeda honesta. A medida que se aumenta o nimero de lancamentos
dessa moeda, verifica-se, experimentalmente, que as frequéncias relativas corresponden-

ndimero de caras

tes as ocorréncias de cara ( )e coroa ficam cada vez mais

numero total de lancamentos

proximas entre si, tendendo a igualdade, dada pelo valor 0,50. Quando isso ocorre, dizemos
que o espaco amostral relativo ao lancamento da moeda é equiprovavel.

SejaQ ={a, a, .., a,} 0 espago amostral finito de um experimento aleatdrio.

Para cadai € {1, 2, ..., k}, consideremos o evento elementar ou unitario {a.}- Vamos as-
sociar a cada um desses eventos um nimero real, indicado por p({a}) ou simplesmente p,,
chamado probabilidade de ocorréncia do evento {a}, tal que:

e 0=sps=1Vie{l,2 .k

*p+tp,+..+p =1

Essa associacdo é feita de modo que P, i=12 ..k seja suficientemente préximo da
frequéncia relativa do evento {a}, quando o experimento é repetido um grande nimero de vezes.

Veja um exemplo em que uma moeda é viciada:

Imagine que ela foi lancada um ndmero muito grande de vezes e observou-se que a
frequéncia da face cara (K) é o dobro da frequéncia da face coroa (C).

Nesse caso, podemos supor a seguinte distribuicdo de probabilidades para Q = {K, C}:

_2 -1 _2_ 1 _
pliK}) = 3 e pl{C} T Note, no entanto, que pl{K}] + pl{C}) 3 + 3 1.

0 espaco amostral relativo ao lancamento dessa moeda, nesse caso, é nao equiprovavel.

Probabilidades em espagos amostrais equiprovaveis

Seja E um evento de Q.

olE) = nimerode elementosdeE _ n(E)
nimerodeelementosde Q  n(Q)
Informalmente, podemos interpretar a razdo acima como: “a probabilidade de ocorrer
um determinado evento é dada pelo quociente entre o nimero de casos favoraveis (casos

que nos interessam) e o nUmero de casos possiveis (total de casos)”.

Probabilidade da uniao de dois eventos

E a probabilidade de ocorrer o evento A ou o evento B.
Consideremos dois casos:

«ANB=0 cANB# O
Q Q
ANB
PiA U B) = plA) + p(B) plA U B) = pla) + plB) — plA N B)

Nesse caso, A e B sao chamados
eventos mutuamente exclusivos.



Probabilidade condicional

E a probabilidade de ocorrer um certo evento, quando j4 temos um conhecimento parcial
do resultado do experimento. Nesse caso, reduz-se o espaco amostral e se calculam pro-
babilidades nesse novo espaco.

Sejam A e B eventos de Q finito e nao vazio. A probabilidade condicional do evento A,
sabendo que ocorreu o evento B, é indicada por p(AlB) e é dada por:

(ANB)
p(B)

plAIB) =p

Por exemplo: um dado é lancado duas vezes sucessivamente. Sabendo que a soma dos
nUmeros obtidos é maior que 9, qual é a probabilidade de terem ocorrido nimeros iguais?
Com ainformacao dada, o nimero de casos possiveis passa a ser 6: Q = {(4, 6); (5, 5); (5, 6); (6, 4);

(6, 5); (6, 6)} e 0 nimero de casos favoraveis é 2:{(5,5); (6,6)}. A probabilidade pedida é % = %

Probabilidade da intersecao de dois eventos

Ea probabilidade da ocorréncia simultanea (ou sucessiva) de dois eventos A e B.

p(A N B) = p(AIB) - p(B)

Por exemplo: um lote com 40 l@mpadas idénticas contém 3 com defeitos de fabricacao.
Duas lampadas sao retiradas sucessivamente e sem reposicao. Qual é a probabilidade de
sairem duas [dmpadas sem defeito?

-3 3 _ 1
40 39 130
prob. de a 1EJ Lprob. de a 22 ndo ter defeito
nao ter defeito sabendo que a 12 ndo tem

Eventos independentes

Se p(AIB) = p(A), ou seja, se o fato de ter ocorrido o evento B n3o altera a probabilidade
de ocorrer o evento A, dizemos que A e B sao eventos independentes e vale a relacao:

p(A N B) = plA) - p(B)

Exemplo: A probabilidade de um despertador A ndo tocar na hora programada é de 10%
e de um despertador B ndo tocar é de 15%. Uma certa noite, os dois foram programados
para tocar na manha seguinte. Qual é a probabilidade de que apenas um toque?

Ha dois casos a considerar:

AtocaeBnaotoca=p=209-0,15=0,135

ou
B toca e Anaotoca=p=20,85-0,10 = 0,085
Logo, a probabilidade pedida ¢ 0,135 + 0,085 = 0,22 = 22%

Lei binomial da probabilidade

Se um experimento aleatorio é repetido nvezes, em condicdes idénticas, com todas as repeticoes
independentes entre si, a probabilidade de o evento E ocorrer kvezes (0 < k < n) é dada por:

n_k_ _ -k
(ka (01— pl

em que p é a probabilidade de E ocorrer em qualquer repeticao e (1 — p) é a probabili-
dade de E nao ocorrer em qualquer repeticao desse experimento.

TOPICO 6 | ANALISE COMBINATORIA E PROBABILIDADE
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Y/ Aplique o que aprendeu

B\ Exercicios resolvidos

1. Uma prova contém 8 testes, com cinco alternati-
vas em cada. De quantas maneiras distintas po-
dem ser respondidos todos os testes da prova?

Solucao:

Cada maneira de responder a questdo consta de
uma sequéncia de oito elementos (x,, X,, ..., X;),
em que cada x(1 < i < 8) pode ser escolhido de
5 modos distintos.

Assim, o nUmero de respostas possiveis é:

5oBcBefoHeg-be5 =5 =JNWe62

2. Considerando os algarismos 0, 1, 2,3, 4,5, 6e 7,
responda:
a) quantos nimeros de quatro algarismos pode-
mos formar?
b) quantos nimeros pares de quatro algarismos
distintos podemos formar?

Solucao:

a) E preciso construir uma sequéncia (x, v, z, W)
de modo que:
e Xx possa ser escolhido de 7 modos distintos,
pois o numero formado nao pode comecar
por zero; observe que 0347 = 347;
e y possa ser escolhido de 8 modos distintos,
pois pode haver repeticao de algarismos.
Parazew, oraciocinio é analogo: ha 8 opcdes
de escolha para cada.
Assim, a quantidade de nimeros é:7-8-8-8 =
= 3584.
b] Um nimero é par se o algarismo da unidade
for par. Vamos iniciar a resolucao pela “ultima
casa’, separando em dois casos:

1¢ caso: o nUmero termina por 0

o 12 <——ordem de analise

20 3e 4
L T
(diferente de 0) 1
b 5

(diferente dos
dois ja escolhidos)

7-6-5-1=210nUmeros

CADERNO DE ESTUDOS

2¢ caso: o numero termina por 2, 4 ou 6

20 3e 4e 10
6 F
5 3

(diferente de 0

e do algarismo 6
escolhido na
unidade) (diferente dos

dois j& escolhidos)
6-6-5-3=D540 nimeros
Ao todo sdo 210 + 540 = 750 nimeros.

. Considere os anagramas formados com as letras

da palavra JANEIRO.

a) Quantos s&do?

b) Quantos comecam e terminam por consoante?
c) Quantos tém as letras JAN juntas?

Solucao:
a) 7 letras; P, = 71 = 5040

b’f oo T

P

5
3:2:P.=3:2:5:4-3-2-1=720
cl[JaN] [E] [ [R] [O]
9 blocos —» P, = 5! = 120

Dentro do bloco —3letras > P, =31 =6
O total € 120 - 6 = 720

. Para as eleices de um grémio universitario,

10 alunos candidatam-se aos cargos de: presi-
dente, vice e tesoureiro. De quantos modos dis-
tintos poderé ser feita essa escolha?

Solucao:

Cada escolha consiste em um agrupamento or-
denado do tipo (P, V, T), isto é, um arranjo de 3 ele-
mentos escolhidos entre os 10 existentes. Temos:

A, =10 :1_0!:1O~97~|8~7!:720

Poderiamos ter feito diretamente:

IR

—10-9-8=720



) 5. Em um colégio ha 25 professores de Ensino Médio.

Trés deles serdo escolhidos para participar de
uma viagem pedagdgica. De quantos modos dis-
tintos podera ser feita a escolha?

Solucao:

Cada escolha corresponde a uma combinacao dos
25 professores, tomados 3 a 3, pois nao importa
a ordem de escolha dos professores.
25!
Temos: C. ., =
2331221

Podemos também resolver sem usar férmula:

=2300

Primeiro, estipulamos o nimero de maneiras pos-
siveis para escolher 3 determinados professores:
Jo2o1
Como nao importa a ordem, o resultado procurado é:
25 -24-23 — 2300

Jo2-f

. Suponha que no grupo de professores do exerci-
cio 5 haja 10 homens e 15 mulheres. Quantas
comissdes de 2 homens e 3 mulheres poderao
ser formadas?

Solucao:
10!

102 1.8l =45

Para escolher os 2 homens, hg C
45 opcoes.

Para cada uma das 45 opgoes, existem C,, , =
_ 15!
ETRE]
3 mulheres.

Logo, pelo PFC, o resultado é 45 - 455 = 20475.

= 455 maneiras de escolher as

. Determine, se existir, o termo independente de x

12
no desenvolvimento de (xz = i] .

X

Solucao:

(3
|12 N L
O termo geral é [k ] (x) ( X]
12 - (=1) 12 2% — % k
= ~X . = ~X '[—1]
(k ] X k » para

k=01, ..12
24 — 3k = 0 = k = 8, e 0 termo pedido é

[12J-x0~[—1]8=495.
8

Devemos ter:

8.

10.

11.

Considere um baralho comum (52 cartas), do qual
extraimos uma ao acaso. Qual é a probabilidade
de sair um Valete (J)?
Solucao:
0 evento E é formado por 4 elementos:

J J J J H

L) & 4 v g
SUrYr NIICAn

v * 4 ® “
r r r r
Dai, p(E) = -1
52 13
Um dado nao viciado é lancado duas vezes su-
cessivamente. Qual é a probabilidade de ocorrer
ndmeros diferentes?
Solucao:
Ha 36 resultados possiveis:
Q=1{(11),(1,2),.. (6 5), (6, 6)}
Dentre eles, 6 apresentam nUmeros iguais:
E=1{1.1),(2 2. 3.3), (4 4), (5,5), (6, 6)}
= 6 L
P 36 6
Logo, a probabilidade de ocorrer niumeros dife-
1 5
tes é plE)=1-— ==
rentes é p 5 %
Em uma escola lecionam 6 professores de Mate-
matica, 4 de Fisica e 3 de Quimica. Deseja-se
formar uma comissao de 3 professores represen-
tantes. Qual é a probabilidade de a comissao ser
formada apenas por professores de Matematica?
Solucao:
Ha, ao todo, 6 + 4 + 3 = 13 professores;
n(Q) = Cp,,=286 (comissoes com 3 professores
quaisquer);
n(E) = C,, =20 (comissdes com 3 professores
de Matemética).
Dai:
o [
286 143

Um dado nao viciado é lancado. Qual é a proba-

bilidade de ocorrer um nimero par ou um nume-
ro maior que 47
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A: ocorre um ne par = A = {2, 4, 6}

Solucao: falha é de 10%. Se forem analisados 8 desses

componentes, qual é a probabilidade de que exa-
tamente 2 apresentem falha?

B: ocorre um n2 maior que 4 — B = {5, 6}

3 Solucao:
ANB =16} Temos:
p(A U B) = p(A) + p(B) — p(A N B) p = 0,10 (prob. de haver falha)
a9 1 4 _ 2 17— p = 0,90 (prob. de ndo haver falha)
drdll== = ===2 A probabilidade pedida ¢:
12. A probabilidade de que um componente eletroni- [8J . 0‘102 . 0‘906 = 0,1488 (14,88%)
co fabricado por certa empresa apresente alguma 2

B\ Questdes
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(M (EBMSP-BA)

Cada uma das 12 pessoas inscritas para participar de um trabalho voluntario recebeu um cracha com
um numero de identificacdo distinto - de 1 a 12 - de acordo com a ordem de inscricao.

Desejando-se organizar grupos formados por trés pessoas que nao estejam identificadas por trés nu-
meros consecutivos, o nimero méaximo possivel de grupos distintos que se pode formar é

a) 230 c) 220 e) 210

b) 225 d) 215

(WA (UEFS-BA)

Uma estudante ainda tem ddvidas quanto aos quatro uUltimos digitos do nimero do celular de seu novo
colega, pois nao anotou quando ele lhe informou, apesar de saber quais sao nao se lembra da ordem
em que eles aparecem.

Nessas condicdes, pode-se afirmar que o nimero de possibilidades para a ordem desses quatro digitos é
a) 240 c) 96 e] 16

b) 160 d) 24
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(Uece)

Aturma K do Curso de Administracdo da UECE é formada por 36 alunos, sendo 22 mulheres e 14 homens.
0 nUmero de comissdes que podem ser formadas com alunos desta turma, tendo cada comissao trés
componentes e sendo assegurada a participacdo de representantes dos dois sexos em cada comissao, é
a) 5236
b) 6532
c) 3562
d) 2635

(UPE)

Oito amigos entraram em um restaurante para jantar e sentaram-se numa mesa retangular, com
oito lugares, como mostra a figura a seguir:

O O O

O O

Reproducao/Arquivo da editora

O O O

Dentre todas as configuracoes possiveis, quantas sao as possibilidades de dois desses amigos, Amaro
e Danilo, ficarem sentados em frente um do outro?

a) 1440

b) 1920

c) 2016

d) 4032

e) 5760
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(& (Uneb-BA)

DANOS DE ALIMENTOS ACIDOS

O esmalte dos dentes dissolve-se prontamente em contato com substancias cujo pH (medida da acidez)
seja menor do que 5,5. Uma vez dissolvido, o esmalte ndo é reposto, e as partes mais moles e internas do
dente logo apodrecem. A acidez de varios alimentos e bebidas comuns é surpreendentemente alta; as subs-
téncias listadas a seguir, por exemplo, podem causar danos aos seus dentes com contato prolongado.

(BREWER. 2013, p. 64).

Suco de limao/lima 1.8-2.4

Café preto 2,432

Vinagre 2,4 =34
Refrigerantes de cola 2,7

Suco de laranja 2,8-4,0

Maca 29-35

Uva 33-45

Tomate 3,7 -4,7

momaolzzessael/ada 38-4.0

Ché preto 40-4,2

Considere que em um laboratério foram verificadas, por um técnico, duas amostras de alimentos que
constam na tabela e que o pH dessas substancias era, respectivamente, 3,2 e 4,2.

Nessas condicoes, de posse dessa tabela, pode-se afirmar que o niUmero de maneiras distintas que esse

técnico tem para tentar identificar, de maneira correta, quais foram os dois alimentos examinados é igual a
al 9 b) 10 c) 12 d) 14 el 15

(A (Uespi)

Um poligono convexo com 15 lados tem todos os seus vértices em uma circunferéncia. Se nao existem
trés diagonais do poligono que se interceptam no mesmo ponto, quantas sdo as intersecoes das diago-
nais do poligono?

a) 1360 b) 1365 c) 1370 d) 1375 e 1380
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(A (Uern)

Uma familia do interior, composta por 10 pessoas, necessita fazer uma viagem de retorno a cidade de
origem apos passar férias no litoral. A viagem sera feita de 6nibus, no domingo, e apenas dois horarios
estao disponiveis. De quantas maneiras poderdo viajar essas pessoas de forma que a metade da familia
viaje num Onibus e a outra metade no outro?

a) 45 b) 252 c) 136 d) 90

(€A (Cefet-MO)

Como prémio pela vitéria em uma competicao, serao distribuidas 12 moedas de ouro idénticas entre as
trés pessoas da equipe vencedora, e cada uma devera receber, pelo menos, duas moedas. O nimero de
maneiras distintas de efetuarmos essa distribuicao é

al 12 b] 28 c) 38 d) 40 e 120

(€A (UFPB)

A prefeitura de certo municipio solicitou ao Governo Federal uma verba para a execucao das seguintes obras:
e saneamento basico;

e calcamento de ruas;

e construcao de uma escola;

e construcao de uma creche;

e construcao de casas populares.

0 Governo Federal aprovou a concessao da verba solicitada, na condicdo de que fosse estabelecida uma
ordem na execucao das obras, de modo que, tendo sido liberada a verba para a primeira obra, a verba
para a segunda so seria liberada apos a conclusdo da primeira, e assim sucessivamente até a execucao
da ultima obra. Nesse contexto, considere o planejamento feito pela prefeitura:

* a primeira obra escolhida foi a construcao das casas populares;

e 0 calcamento das ruas s6 podera ser executado com o saneamento basico concluido.

Atendendo as condicoes estabelecidas pelo Governo Federal e ao planejamento da prefeitura, é correto
afirmar que o nimero de maneiras possiveis e distintas para a realizacao dessas 5 obras é:

al 8 b) 10 c) 12 d) 14 el 16
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(NI (UFMOE)

Para montar a programacao de uma emissora de radio, o programador musical conta com 10 mUsicas
distintas, de diferentes estilos, assim agrupadas: 4 de MPB, 3 de Rock e 3 de Pop.

Sem tempo para fazer essa programacao, ele decide que, em cada um dos programas da emissora,
serao tocadas, de forma aleatéria, todas as 10 musicas.

Assim sendo, é CORRETO afirmar que o nimero de programas distintos em que as musicas vao ser
tocadas agrupadas por estilo é dado por

a) 41 X 31 x 3I'x 3!

10!

b) —
7!

c) 41 X 31 X 3!

d) 10!
7! -3l

UK (Uece)

Sejam r e s duas retas distintas e paralelas.

Se fixarmos 10 pontos em r e 6 pontos em s, todos distintos, ao unirmos, com segmentos de reta, trés
quaisquer destes pontos nao colineares, formam-se tridangulos. Assinale a op¢ao correspondente ao
numero de triangulos que podem ser formados.

a) 360

b) 380

c) 400

d) 420
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(A (Unisinos-RS)

A bandeira a seguir esta dividida em 4 regides. Cada regido devera ser pintada com uma cor, e regides
que fazem fronteira devem ser pintadas com cores diferentes.

Reproducao/Arquivo da editora

Sabendo que dispomos de 6 cores, de quantas maneiras distintas podemos pintar essa bandeira?
al 20

b) 24

c) 120

d) 600

e] 720

(NEA (UPE)

Reproducao/UPE, 2016

Se dois dados idénticos e ndo viciados sdo lancados, a probabilidade de a soma dos pontos obtidos
ser um multiplo de 2 ou um multiplo de 3 é de aproximadamente

a) 66,6% d) 35,3%
b) 60,0% e) 33,0%
c) 55,2%
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(Uespi)

Junior ja leu trés livros de sua colecdo de 12 livros. Escolhendo ao acaso trés livros da colecao, qual a
probabilidade de Junior ndo ter lido nenhum dos trés?

31
al] —
55
b) 22
55
27
c)] =
55
a 2
55
21
e —_—
55

UN\HE (UEG-GO)

Renata estd gravida e realizard um exame que detecta o sexo do bebé. Se o exame detectar que é um
menino, a probabilidade de ela pintar o quarto do bebé de azul é de 70%, ao passo que de branco é de
30%. Mas, se 0 exame detectar que é uma menina, a probabilidade de ela pintar o quarto do bebé de rosa
é de 60% contra 40% de pintar de branco. Sabendo-se que a probabilidade de o exame detectar um me-
nino é de 50%, a probabilidade da Renata pintar o quarto do bebé de branco é de

al 70%

b) 50%

c) 35%

d) 30%

el 20%
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O\ (UFPA)

Em um quarto no qual uma pessoa se encontra estao 12 mosquitos Aedes aegypti, dos quais 5 estao
contaminados pelo virus da dengue. Se 4 distintos mosquitos dos 12 existentes picam a pessoa, a pro-
babilidade de ela ser picada por pelo menos um mosquito contaminado é de

a) L d) i
99 12

b) 22 o] 24
99 495
4

c) =.
7

(UFG-GO)

A delegacao esportiva de um certo pafs participou de uma festa e, involuntariamente, quatro jogadores
do time de basquetebol, cinco do time de voleibol e nove do time de futebol ingeriram uma substancia
proibida pelo comité antidoping. Um jogador de cada time serd sorteado para passar por um exame
desse comité. Considerando-se que o time de basquetebol tem 10 jogadores, o de voleibol, 12 e o de
futebol, 22 e ordenando-se os times pela ordem crescente da probabilidade de ser “pego” um jogador
que tenha ingerido a substancia proibida, tem-se

a) basquetebol, futebol, voleibol.
b) basquetebol, voleibol, futebol.
c) futebol, voleibol, basquetebol.
d) futebol, basquetebol, voleibol.
e) voleibol, futebol, basquetebol.
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N (UEG-6O)
0 grafico abaixo mostra a evolucao da taxa de desemprego nos meses de junho de 2002 a 2011, para o
conjunto das seis regioes metropolitanas brasileiras abrangidas pela pesquisa.

1407 13,0

12,0 1 11,6 11,7

10,4
10,0 1 9,4 9,7
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Escolhendo aleatoriamente um dos anos descritos no grafico utilizado, a probabilidade de que no ano
escolhido a taxa de desemprego, no més de junho, seja superior a 9,3% ¢ igual a

a 2 b) 2 =
5 b 5

CNEA (Uepa)

Os numeros alarmantes relativos a violéncia doméstica levaram a Organizacdo Mundial de Saude
(OMS) a reconhecer a gravidade que o fendmeno representa para a saiide publica e recomendar a neces-
sidade de efetivacdo de campanhas nacionais de alerta e prevencao. No Brasil, apesar de nao haver esta-
tisticas oficiais, algumas organizagdes nao governamentais de apoio as mulheres e criangas vitimas de
maus-tratos apresentam numeros assustadores da violéncia doméstica. Estima-se que, a cada 4 (quatro)
minutos uma mulher seja vitima de violéncia doméstica. Dos 850 inquéritos policiais instaurados na 12 e
32 Delegacia de Defesa da Mulher de Sao Paulo, 82% se referem a lesoes corporais dolosas.

(Fonte: http://jus.com.br/revista/texto/7753/a-violenciadomestica-como-violacao-dos-direitos-humanos.

Acesso em 9 de setembro de 2011 — Texto Adaptado)

A probabilidade de ser escolhido aleatoriamente um desses inquéritos policiais e de ele ndo se referir a

lesGes corporais dolosas é de:
al 0,18 b) 0,19 c) 0,20 d) 0,21 e) 0,22

CADERNO DE ESTUDOS



(W (Acafe-SC)
Um candidato em um concurso realiza uma prova de multipla escolha, em que cada questdo apresenta
4 alternativas, sendo uma, e apenas uma, correta. Esse candidato sabe 68% das questdes da prova; as
demais questoes ele marca aleatoriamente uma das alternativas. Entao, a probabilidade de ele acertar
uma questdo qualquer da prova (isto ¢, de uma questdo escolhida ao acaso) é igual a:
al 92% b) 76% c) 93% d) 85%

(VAR (PUC-RS)

Dois dados sao jogados simultaneamente. A probabilidade de se obter soma igual a 10 nas faces de cima é
1 1

a) - b) g L ) L )
6 5

%A (uCs-RS)
Numa cidade com 60000 domicilios, 35000 deles tém acesso a internet, 25000 tém assinatura de TV a
cabo, e um terco do nimero de domicilios ndo tem acesso a nenhum dos dois recursos.

Qual é a probabilidade de um domicilio da cidade, escolhido ao acaso, ter acesso a internet e nao ter

assinatura de TV a cabo?
al - b) - o L d 2
4 12 12 8

e]Z
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(V&N (UPE)

Em um jogo infantil, dois dados nao viciados de 6 faces, cada uma numerada de um a seis, sao jogados
simultaneamente, e o jogador A (que joga os dados) vence sempre que a soma das faces que cafram para
cima forigual a 6, 7 ou 8. Nos demais casos, vence o jogador B. Considerando que um jogo de dois joga-
dores é chamado de justo, sempre que a chance dos dois jogadores de vencer for a mesma, e injusto,

caso contrario, é correto afirmar que o jogo

a) é justo, pois os jogadores A e B tém iguais chances de vencé-lo.

b) ndo pode ser dito justo ou injusto, pois tudo dependeréa da sorte dos jogadores.

c) é injusto, pois o jogador A tem mais chances de vencé-lo que o jogador B.

d) é injusto, pois o jogador B tem mais chances de vencé-lo que o jogador A.

e) é justo, pois independentemente das probabilidades envolvidas, o jogador A vence apenas quando as
faces somam 6, 7 ou 8, enquanto que o jogador B vence quando as faces somam 2, 3, 4,5, 9,10, 11 ou
12, ou seja, existem bem mais somas favoraveis ao jogador B.

(UFRGS-RS)

O resultado de uma partida de futebol foi 3 X 2. A probabilidade de que o time vencedor tenha marcado

os dois primeiros gols é

al 15%
b) 20%
c) 30%
d) 40%
el 45%
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(VA (UFRGS-RS)

Para a disputa da Copa do Mundo de 2014, as 32 selecoes que se classificarem serao divididas em 8 grupos,
0s quais serado constituidos de 4 selecées cada um. Nos jogos da primeira fase, cada selecao jogard com
todas as outras selecoes do seu grupo. Uma empresa adquiriu um ingresso para cada jogo da primeira
fase do mesmo grupo. Ao sortear dois ingressos entre seus funciondrios, a probabilidade de que esses
ingressos envolvam uma mesma selecao é

a) 20%. c) 50%. e) 85%.

b) 25%. d) 80%.

(V1 (UFRGS-RS)

O Google, site de buscas na internet criado hd onze anos, usa um modelo matematico capaz de entregar
resultados de pesquisas de forma muito eficiente. Na rede mundial de computadores, sao realizadas, a
cada segundo, 30000 buscas, em média. A tabela a sequir apresenta a distribuicdo desse total entre os

maiores sites de busca.

Site | Buscas
Google 21000
Yahoo 2700

Microsoft 800
Qutros 5500
Total 30000

De acordo com esses dados, se duas pessoas fazem simultaneamente uma busca na internet, a proba-
bilidade de que pelo menos uma delas tenha usado o Google é

al 67%. c) 83%. e) 99%.

b) 75%. d) 91%.

TOTAL DEACERTOS \\EEWVIY/
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Rumo ao ZEnsSino Superior

1. (Enem)

Uma empresa que embala seus produtos em
caixas de papelao, na forma de hexaedro regular,
deseja que seu logotipo seja impresso nas faces
opostas pintadas de cinza, conforme a figura:

4

Reproducdo/ENEM PPL, 2011

A grafica que fard as impressoes dos logotipos
apresentou as seguintes sugestoes planificadas:

llustragoes: Reproducao/ENEM PPL, 2011

Que opcdo sugerida pela grafica atende ao de-
sejo da empresa”?

al | b Il c) Il d IV el Vv
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2,

3.

(UEM-PR)

Sabendo que r, s e t sdo trés retas no espaco

tridimensional com r e s paralelas distintas,

assinale o que for correto.

01) Se a reta r é perpendicular a um plano o,
entdo a reta s também é perpendicular ao
plano o.

02) Se aretaté concorrente com areta s, entao
t também é concorrente com a retar.

04) Se um plano P contém a reta s, entdo o pla-
no f também contém aretar.

08) Se a reta t é perpendicular a retar, entdo t
é perpendicular ou ortogonal a reta s.

16) Se as trés retasr, s e t sdo paralelas distin-
tas, entdo existe um plano @ que contém as
trés retas.

(EBMSP-BA)

/Arquivo da editora

0,40 mI

1,60 m

40)

llustracoes: Reproduc

Figura 1

15m

18 m

Figura 2

Uma piscina deve ser construida, como repre-
sentada na figura 1, em um terreno retangular
de dimensoes 18,0 m por 15,0 m.

Sabendo que a piscina foi projetada tendo cada
um dos lados paralelo aos lados do terreno,
como indicado na figura 2, calcule o valor de k
- distancia do lado do terreno a borda da piscina
- para que a capacidade méaxima da piscina seja
iguala 18,0 m®.

RUMO AO ENSINO SUPERIOR
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4. (UEMG)

Observe as figuras.

Reproducao/Arquivo da editora

Nas figuras acima, tem-se um cilindro circular
equilatero (§,), circunscrevendo um cone (S,), e
um cilindro circular obliquo (S,). A razao deter-
minada pelo volume de S, com a superficie total

deS,é
a) ¥5 1 cm.
4
b) V5 —1cm.
g 5 H18
4
d]«/§+16cm.
5. (IME-RJ)
1 a —2
SejaA=|a—2 1 1 |coma€&R. Sabe-se
2 -3 1

que det(A? — 2A + 1) = 16. A soma dos valores
de a que satisfazem essa condicdo é:

Obs.: det(X) denota o determinante da matriz X.
al 0
b) 1
cl 2
d) 3
el 4

6. (IME-RJ)

Classifique o sistema abaixo como determinado,
possivel indeterminado e impossivel, de acordo
com os valores reais de m.

(Mm—=2x+2y—z=m++1
2X+my+2z=m"+2
2mx +2(m+ Ny +m+1z=m’+3
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7. (EFOMM-RJ)
Determine uma matriz invertivel P que satisfaca
aequacioP - A= l: 5 0 :l sendo
0 -2
A= [ 1 =2 :l
3 3
(5 10 2 2
a)p=| 3 7 dp= 7 3
2 _2 _10 5
| 3 9 L 9 3
e[ 10 ] 1
| 6 —15 e P=| 5
3 _3
1013 -3
8. (UFU-MG)
Uma loja que comercializa celulares registrou,
em uma campanha de lancamento, o numero
de compradores, femininos e masculinos, de
um novo modelo de smartphone.
O grafico a seguir descreve o ocorrido nos qua-
tro dias de pré-venda desse modelo.
. Pré-venda de smartphone
Namero de
compradores
00—
600§ - - -
OO § - - - - -
1 Masculino
Bl E - 110 "' Feminino
3004 -

2001 -
1001 -

"0l Primeiro Segundo Terceiro Quarto
dia dia dia dia

Com o sucesso de vendas, a loja decidiu sortear
um acessorio para este modelo de smartphone
entre os compradores femininos e outro aces-
sorio entre os compradores masculinos.

Qual é a probabilidade de que um dos sorteados
tenha feito sua compra no primeiro dia de pré-
-venda e outro no Ultimo dia de pré-venda?

A7 q L
120 80
b) il d) 1
20 40
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9. (PUC-SP)

Um bloco macico de madeira na forma de um
prisma reto de base retangular medindo 18 cm
por 24 cm e com 30 cm de altura, foi totalmen-
te dividido em cubinhos iguais e de maior ares-
ta possivel. Supondo que ndo tenha ocorrido
perda alguma no corte do bloco, o volume de
um cubinho é

a) 64 cm?®.

b) 125 cm?.

c) 216 cm?.

d] 343 cm®.

10. (Udesc)

No dia primeiro de janeiro de 2011, ocorrera a
cerimdnia de posse do(a) novo(a) Presidente(a)
da Republica. Um dos atos solenes desta ceri-
mdnia € a subida da rampa do Palacio do Pla-
nalto, sede do governo brasileiro que pode ser
vista na Figura.

S
S
(&)
7]
w
a
2
)
@
S
=
o
<}
S
[}
o«

Palacio do Planalto

Suponha que essa rampa possua uma elevacao
de 15° em relacdo a sua base e uma altura de
32 m. Entéo ola) novo(a) Chefe de Estado, ao
subir toda a rampa presidencial, percorrera uma

distancia de:
al &3 —1m d) &3 +6m
b) 83 +8m el 43 —2m
&3 —2m

11. (IFCE)

Foram construidos dois cubos de madeira. Um
deles tem 343 cm?® de volume e o outro tem aresta
medindo 2 cm a mais que o primeiro. A drea total
do maior cubo, em cent/imetros quadrados, é

a) b38. d) 729.
b) 486. e) 4374,
c) 678.
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12.

13.

14.

(EsPCEx-SP)

Considere as seguintes afirmacdes:

l. Se dois planos @ e B sao paralelos distintos,
entdo asretasr, Cover, C B sdo sempre
paralelas.

ll. Se e B sao planos ndo paralelos distintos,
existemasretasr, Caer,CBtalquer e
r,sdo paralelas.

Ill. Se uma reta r é perpendicular a um plano
o no ponto P, entao qualquer reta de & que
passa por P é perpendicularar.

Dentre as afirmacdes acima, ¢ (sao) verdadeiral(s)

a) Somentell c) lelll el l, Ilelll
bjlell d) Il elll
(ITA-SP)

Uma progressao aritmética (a,, a,, ..., a ) satisfaz
a propriedade: para cadan €N, a soma da pro-
gressao é igual a 2n? + 5n. Nessas condicdes,
o determinante da matriz

aW a2 a3
a, a a, |é
a,+2 a a
a) —9é6. c) 63. e) 115.
b) —85. d) 99.
(Acafe-SC)

As colunas de sustentacao de uma determinada
ponte sao formadas por cilindros retos, sem bases
(s3o cilindros vazados, que posteriormente serao
preenchidos com concreto), de 8 metros de dia-
metro e com capacidade de 314000 litros. Para a
confeccao desses cilindros, a indUstria usa chapas
metéalicas retangulares de 3,15 m X 1,56 m.
As chapas serao unidas por filetes também me-
talicos que serdo soldados ao longo das dimen-
soes da chapa (despreze as dimensoes dos filetes).

Considere as afirmacoes a seguir, assinalando
V para as verdadeiras e F para as falsas.

(Use t = 3,14)

()A altura do cilindro é um nlmero entre
5 metros e 7 metros.

() Quando planificado, o cilindro torna-se um
retangulo cujo lado maior mede entre 7 me-
tros e 10 metros.

() Onumero de chapas utilizadas na construcao
de um cilindro pertence ao intervalo [28, 36].

A sequéncia correta, de cima para baixo, é:
al]F-F-V cJV-Vv-V
bJV-V-F dV-F-V
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15. (IFSP)

Afigura abaixo representa a planificacao de um
poliedro P:

Reproducao/Arquivo da editora

Avalie as afirmacoes I, Il e lll sobre o poliedro
representado pela planificacao:

I. O nimero de arestas do poliedro P corres-
ponde a uma vez e meia o nimero de vértices.

II. O poliedro P tem, pelo menos, duas faces
paralelas.

Ill. O poliedro P pode ser classificado como
pentagono.

Contém uma afirmacao verdadeira:
a) apenas II.

b) apenas I e Il.

c) apenas l e lll.

d) apenas Il e lll.

el I 1l elll

16. (UEG-GO)

Erika resolve passear com a cachorrinha Kika
e, antes de sair do apartamento, escolhe colocar
uma roupa e uma coleira na cachorrinha. Se
Kika tem 7 roupas e 3 coleiras, todas distintas,
de quantas maneiras Erika pode escolher uma
roupa e uma coleira para passear com a Kika?

a) 10 c) 35
b) 21 d) 42
17. (Epcar-MG)

Se uma piramide hexagonal regular estd inscri-
ta num cone equilatero cujo volume é igual a

1043

3 ~ A
Trc cm’, entao o volume dessa piramide, em

cm?, éigual a

al 42 c) 3003
7 7
15\/5 d 135
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18. (Acafe-SC)

Uma pirdmide de base triangular regular reta e
um cone reto estao inscritos num cilindro reto,
cujo raio da base é r e altura h. A relacao entre
a altura e o raio do cilindro, para que a diferen-
ca entre o volume do cone e da piramide seja

equivalente a [@J unidades, é:
al r’h = 1.
b) h= ﬂ
- .
c) rh= n—i3 .
12
dirh =1.
19. (UPE)

Dois atiradores, André e Bruno, disparam si-

multaneamente sobre um alvo.

e A probabilidade de André acertar no alvo é
de 80%.

e A probabilidade de Bruno acertar no alvo é
de 60%.

Se os eventos "André acerta no alvo” e "Bruno
acertanoalvo”sdo independentes, qual é a pro-
babilidade de o alvo ndo ser atingido?

a) 8%

b) 16%

C] 18%

d) 30%

e) 92%

20. (IME-RJ)
Em um prisma obliquo ABCDEFA'B'C'D'E'F,
cuja base ABCDEF é um hexagono regular de
lado a, a face lateral EFF'E' estd inclinada 45°
em relacdo a base, e a projecdo ortogonal da
aresta F'E" sobre a base ABCDEF coincide com
a aresta BC. O volume do prisma é:

a) %aa

b) 2a3
4

c %f

d) 2a3
2

o) 22
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21. (UFPB)

Afigura a seguir representa uma escultura que
se encontra em uma praca de certa cidade.

E H

[
Reprodugéo/Arquivo da editora

A B

Essa escultura foi feita com tubos de ferro, sol-

dados uns aos outros, de forma que:

e ospontosA B,C,D E F, GeHsaoosvértices
de um paralelepipedo reto retangular;

e os pontos I, J, K e L sdo os vértices de um
quadrado;

e os quatro tridngulos, ADK, EFJ, GHI e BCL, séo
isosceles e congruentes dois a dois;

e os oito trapézios, AFJK, DEJK, CDKL, EHIJ,
CHIL, BGIL, ABLK e FGIJ, sao congruentes
dois a dois.

Com base nessas informacoes, identifique as
afirmativas corretas:

) Os lados EJ e HI sao coplanares.

Os lados BG e DE sao congruentes.

Os lados AD e EF sdo paralelos.

Os pontos A, B, E e G sao coplanares.
Os trapézios AFJK e EJKD tém um lado em

(
()
()
()
()

comum.
22. (ITA-SP)
Considere a matriz
1T x X X
1 2 3 4 xXER
-1 3 4 5
-2 2 11

Se o polinémio p(x) é dado por p(x) = det A, en-
t30 o produto das raizes de p(x) é
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23. (PUC-MGQ)

Em certa pesquisa, um grupo de adultos e ado-
lescentes foi solicitado a responder a seguinte
pergunta: Vocé possui um telefone celular com
linha ativa?

Dos adolescentes entrevistados, seis responde-
ram sim e treze, ndo. Ja dentre os adultos con-
sultados, dezessete responderam sim e os de-
mais, nd@o. Apurados os resultados, constatou-se
que, escolhendo-se ao acaso uma das pessoas
entrevistadas nessa pesquisa, a probabilidade de
a mesma ser um adulto que nao possui celular
com linha ativa era de 52%. Com base nessas
informacdes, ¢ CORRETO afirmar que o total de
pessoas entrevistadas nessa pesquisa é igual a:
al 72 b) 75 c) 78 d) 81

24. (UFSM-RS)

A figura a seguir apresenta o delta do rio Jacuf,
situado na regiao metropolitana de Porto Alegre.
Nele se encontra o parque estadual Delta do Ja-
cui, importante parque de preservacdo ambiental.
Sua proximidade com a regiao metropolitana tor-
na-o suscetivel aos impactos ambientais causa-
dos pela atividade humana.

Reproducdo/UFSM

http://maps.google.com.br

A distancia do ponto B ao ponto C é de 8 km, 0 an-

gulo A mede 45° e 0 angulo C mede 75°. Uma ma-
neira de estimar quanto do Delta do Jacui esta sob
influéncia do meio urbano ¢ dada pela distancia do
ponto A ao ponto C. Essa distancia, em km, é

a % ) 82 +43 e %
b) W6 d]8(«/§+\/§)
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25. (Fepar-PR)
O sangue venoso volta ao coracao pelas veias
cavas e desemboca no atrio direito. Do atrio di-
reito o sangue passa ao ventriculo direito, de
onde serd bombeado para os pulmoes por inter-
médio das artérias pulmonares.

O coracdo mantém circulando pelo corpo cerca
de 4,5 litros de sangue. Para consegui-lo, o co-
racao bate ao ritmo de 75 vezes por minuto,
bombeando 90 mililitros de sangue por batida.

——

& mm

Reproducao/FeparPR

membrana

i Veia ]
Capilares g:\'; Pulmonar  Pulmo

Com base nos dados, julgue as afirmativas.

() Osangue demora 40 segundos para percor-
rer o corpo.

() Sao necesséarias 50 batidas para fazer circu-
lar todo 0 sangue uma Unica vez pelo corpo.

() Adreadaespessuradamembrana (em laran-
ja) da seccdo transversal da aorta é de 27 mm?

() O volume da membrana (em laranja) de
10 cm da artéria aorta é de 150 mm?.

() O coracao bombeia 112,5 mililitros de san-
gue por segundo.

26. (Unicamp-SP)

Sabendo que p e g sdao nUmeros reais, conside-
re as matrizes

101 p
A=[12p|eB=|0
Tp1 q
a) Prove que para quaisquer p e q teremos
B"-A-B=0.

b) Determine os valores de p e q para os quais
o0 sistema linear nas variaveis reais X, Y e z,

X
A[ y J = B, tem infinitas solucdes.
z
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27. (UFSM-RS)

A tabela a seguir mostra o nimero de interna-
coes hospitalares da populacao idosa (60 ou
mais anos de idade), numa determinada regiao,
de acordo com as causas da internacao.

Causas | Nede internacoes
Doencas cardiacas 80
Doencas 49

cerebrovasculares

Doencas pulmonares 43
Doencas renais 42
Diabetes melito 35

Fraturas de fémur e

0ss0s dos membros 26
Hipertensao arterial 24
Infgcgéo de pg[e 1"

e tecido subcutéaneo
Pneumonia bacteriana 77
Ulcera 13

Considere que hipertensao arterial, doencas

renais, doencas cardiacas e osteoporose estdo
associadas ao consumo excessivo de sodio e

que as fraturas de fémur e ossos dos membros

sao causadas pela osteoporose.

Assim, a probabilidade de um idoso internado,
escolhido ao acaso, ter como diagnéstico prin-
cipal uma doenca associada ao consumo exces-
sivo de sédio, de acordo com a tabela, é igual a
a) 0,430
b) 0,370
c) 0,365
d) 0,250
e) 0,230

28. (UFRGS-RS)

Uma caixa com a forma de um paralelepipedo
retangular tem as dimensoes dadas por X, x + 4
ex— 1.

Se o volume desse paralelepipedo é 12, entao
as medidas das dimensoes da caixa sao
all,1e12.

b) 1, 2eé.

c)1,3ek4.

d) 2,2e3.

e) 2,3 e4.
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29. (Ifal)

Resolva o sistema de equacdes abaixo para x e
y reais e determine o valor do produto xy.

x+y=14
4x +2y =38

al b.
b) 9.
c) 25.
d) 45.
e) 81.

30. (Uesc-BA)

A cobranca do pedégio na BR-116, principal
rodovia brasileira, foi iniciada na primeira se-
mana de dezembro de 2010, com postos auto-
rizados pela Agéncia Nacional de Transportes
Terrestres (ANTT).

Suponha que entre as cidades A e B existem
cinco postos de abastecimento, além de dois
postos de pedégio — o primeiro com quatro
cabines e 0 sequndo, com trés. E possivel fa-
zer o percurso de A até B, passando pelos dois
pedagios e parando trés vezes para abasteci-
mento, de n formas distintas (variando as ca-
bines e os postos de abastecimento). O valor
dené

al 12

b) 22

c) 31

d) 120

e) 210

31. (UFRGS-RS)

0 gréfico da funcdo f, definida por f(x) = cos x,
e o grafico da funcdo g, quando representados
no mesmo sistema de coordenadas, possuem
somente dois pontos em comum.

Assim, das alternativas abaixo, a que pode re-
presentar a funcao g é

a) glx) = (sen x)? + (cos x)2.

b) g(x) = x2

c) glx) = 2.

d) gx) = log x.
)

el glx) = senx.
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32.

33.

(UEM-PR)
Afigura a sequir representa um expositor de sal-

gados que consiste em% de um cilindro. Observe

na figura que na metade da altura desse expositor
existe uma prateleira que o divide em duas partes.

20 cm
altura

20 cm

Reproducao/Arquivo da editora

largura = 1 m
raio = 40 cm

Considerando que a parte frontal do expositor

corresponde a lateral do cilindro, assinale o que
for correto. (Obs.: 1 litro = 1 decimetro clbico).

3

01) A é&rea da prateleira do meio é ?mz.
02) O volume da parte inferior do expositor (abai-
xo da prateleira) é 23—0(27T +3\/§) litros.

04) O volume do expositor é de 40m litros.

08) O volume da parte superior do expositor
(acima da prateleira) é 23—0(215 - 3«/5) litros.

16) A drea da regiao frontal do expositor é Z?Tc m’.

(UFU-MG)

Adensidade (ou densidade volumétrica) de um ma-
terial mede a quantidade de matéria (massa) que
esta presente em uma unidade de volume desse
material. Embora todo material seja um objeto es-
pacial, ¢ comum considerarmos sendo de “natu-
reza linear”. Por exemplo, um fio de cobre tem
natureza linear e consideramos sua densidade li-
near (razao de sua massa pelo seu comprimento).

0 vergalhdao CA - 60 sao barras de aco muito
resistentes, utilizadas na construcao civil e co-
mercializadas em barras padrao de 12 metros.
Admitindo que essas barras sejam cilindricas,
seus didmetros (bitolas) variam de 4,2 a 9,5 mm.
De acordo com as especificacdes da norma NBR
7480, a barra da bitola de 6,0 mm tem densida-
de linear de 0,222 kg/m (quilograma por metro).
Com base nas informacodes apresentadas, a
densidade, em kg/m?® de uma barra de bitola
6 mm éigual a

222 b 222 a 222000 d) 222000
36m on on 36m
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34. (UPF-RS)
Alice nao se recorda da senha que definiu no com-
putador. Sabe apenas que é constituida por quatro
letras seguidas, com pelo menos uma consoante.

Usuario

Alice

Senha

Reproducao/Arquivo da editora

Se considerarmos o alfabeto como constituido
por 23 letras, bem como que nao ha diferenca
para o uso de maiusculas e mindsculas, quan-
tos codigos dessa forma é possivel compor?

a) 23

b) 23°- 18

c) 23%-72

d) 234 — 5¢

e) 18 + 5¢

35. (Cefet-MG)

Uma caixa, em forma de paralelepipedo reto
retangulo, cujas dimensdes sao 800 mm de
comprimento, 50 cm de largura e 6 dm de altu-
ra tem volume igual a

a) 0,24 mm?3

b) 0,24 cm?

c) 0,24 dm?®

d) 0,24 m?

36. (IFBA)

Na Pizzaria “Massa Dez", verificou-se que o va-
lor financeiro que os amigos Kiko, Bené e Zaza
tinham, em reais, dependia de resolver o se-
guinte problema:

- amédia aritmética dos valores financeiros dos
amigos citados era R$ 30,00;

- amédia aritmética dos valores financeiros de
Bené e Zazad era R$ 20,00;

- Kiko tinha R$ 30,00 a mais que Bené.

A partir dessas informacoes, podemos afirmar

que

a) Kiko tem R$ 40,00 a mais que Zaza.

b) Bené tem R$ 10,00 a mais que Zaza.

c) Zaza tem o mesmo valor financeiro que Kiko.

d) O valor financeiro de Kiko corresponde a
soma dos valores financeiros de Bené e Zaza.

e) Zaza tem o mesmo valor financeiro que Bené.
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38. (UPE)
Selecionamos ao acaso duas arestas do prisma
triangular regular representado abaixo. Qual é
a probabilidade de elas nao serem paralelas?

¢
D £
C,‘
A B
al il c 1 e El
b 2 b
b) - e
3 3
39. (UFU-MG)

A senha de acesso ao cofre de um carro-forte é
formada por d algarismos, em que esses alga-
rismos pertencem ao conjunto de inteiros {0, 1,
2,...,9}. Um dos guardas observa o colega digi-
tar o Ultimo algarismo da senha, concluindo que
esta corresponde a um numero impar. Assuma
que esse guarda demore 1,8 segundo para rea-
lizar cada tentativa de validacdo da senha, sem
realizar repeticoes, de maneira que, assim pro-
cedendo, no maximo em duas horas e meia tera
sucesso na obtencao da senha.

Segundo as condicoes apresentadas, conclui-se
que o valor de d é um nimero

a) quadrado perfeito. c) divisivel por 3.
b) primo. d) multiplo de 5.
40. (UEPG-PR)

Trés cubos idénticos foram colados entre si
formando um paralelepipedo, cuja area total
vale 350 cm? Nesse contexto, assinale o que
for correto.

01) O volume do paralelepipedo é 474 cm?®.
02) A &rea total de cada cubo é 150 cm?.

04) O volume de cada cubo é 125 cm?.

08) A soma de todas as arestas do paralelepi-
pedo é 80 cm.
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41,

42,

43,

(UEMG)

O jogo da Mega Sena consiste no sorteio de 6 nu-
meros distintos de 1 a 60. Um apostador, depois
de varios anos de andlise, deduziu que, no pro-
Ximo sorteio, 0s 6 nimeros sorteados estariam
entre os 10 nimeros que tinha escolhido.

Sendo assim, com a intencao de garantir seu
prémio na Sena, ele resolveu fazer todos os
possiveis jogos com 6 nimeros entre os 10 nu-
meros escolhidos.

Quantos reais ele gastara para fazé-los, sabendo
que cada jogo com 6 nimeros custa R$ 2,007

al R$ 540,00. cJ R$ 420,00.
b] R$ 302.400,00. d) R$ 5.040,00.
(UFRGS-RS)

Um jogo consiste em responder corretamente
as perguntas sorteadas, ao girar um ponteiro
sobre uma roleta numeradade 1a 10, no sen-
tido horario. O nimero no qual o ponteiro pa-
rar corresponde a pergunta a ser respondida.
A cada nUmero corresponde somente uma
pergunta, e cada pergunta s6 pode ser sortea-
da uma vez. Caso o ponteiro pare sobre um
numero que ja foi sorteado, o participante deve
responder a préxima pergunta ndo sorteada,
no sentido horério.

Em um jogo, ja foram sorteadas as perguntas
1,2,3,5, 6,7¢e10. Assim, a probabilidade de
que a pergunta 4 seja a proxima a ser respon-
dida é de

al % d) %
b) % el %
cl %
(IFMG)

Numa familia com 7 filhos, sou o cacula e
14 anos mais novo que o primogénito de minha
mae. Dentre os filhos, o quarto tem a terca par-
te da idade do irmao mais velho, acrescidos de
7 anos. Se a soma de nossas trés idades é 42,
entao minha idade é um nUmero

a) divisivel por 5. c) primo.

b) divisivel por 3. d) par.
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44,

45,

46.

(UCS-RS)

Uma ampulheta tem a forma de dois cones cir-
culares retos idénticos (mesmo raio e mesma
altura) no interior de um cilindro circular reto,
conforme mostra a figura.

R

o/

Reproducao/Arquivo da editora

O volume da parte do cilindro sem os dois cones
éigual— soma dos volumes desses
cones. Assinale a alternativa que preenche cor-
retamente a lacuna acima.

al a d) a um terco da

b) ao dobro da e) a dois tercos da
c) a metade da

(Ifsul-RS)

Corrente alternada é a corrente elétrica na qual
aintensidade e a diregdo sdo grandezas que variam
ciclicamente. Em um circuito de poténcia de corren-
te alternada, a forma da onda mais utilizada é a
onda senoidal, no entanto, ela pode se apresentar
de outras formas como, por exemplo, a onda trian-
gular e a onda quadrada.

Disponivel em: http://www.brasilescola.com/fisica/corrente-
alternada.htm. Acesso: 14 abr. 2015. (Adaptado)

Afuncao flt) = 30 sen(zntT_n] expressa a cor-

rente alternada de um circuito em funcao do
tempo, dado em segundos.

Qual é o periodo dessa funcdo?
al3s b) 4 s cb5s dlés

(PUC-RS)

O ndmero de anagramas da palavra BRASIL em
que as vogais ficam lado a lado, e as consoantes
também, é

al 24
b) 48
c) 96
d) 240
e] 720



47.

48,

(UFU-MG)

Um modelo de piscina é formado por trés par-
tes, determinando trés niveis d’agua, conforme
mostra o esquema a seguir.

A primeira tem a forma da metade de um cilin-
dro circular de raio 1 m e altura 0,3 m; a segun-
da tem a forma de um paralelepipedo de 0,3 m
de comprimento, 2 m de largura e 0,8 m de al-
tura, e a terceira também tem a forma de um
paralelepipedo, com 3 m de comprimento, 4 m
de largura e 2 m de altura.

Suponha que a dgua dessa piscina esteja no
nivel da base do primeiro paralelepipedo (aque-
le de 0,8 m de altura). Quantos metros culbicos
de dgua sao necessarios para encher de agua
essa piscina?

a) 0,15 + 14,88

b) 0,15 + 10,08

c) 0,30 T + 10,08

d) 0,30 T + 14,88

(UEM-PR)

Um aluno pretende fazer dois cones de papel
utilizando, para fazer a lateral do primeiro cone,

. A T
um setor circular de angulo n rad e 8 cm de
raio e, para o segundo, um setor circular tam-

bém de angulo % rad e 4 cm de raio.

Assinale o que for correto.

01) A area do circulo que forma a base do pri-
meiro cone serd o dobro da area do circulo
que forma a base do segundo cone.

02) A razao entre os comprimentos do raio da
base e da geratriz, em ambos os cones, sera
a mesma.

04) A area do setor circular usado para fazer
o primeiro cone serd o quadruplo da area
do setor circular usado para fazer o se-
gundo cone.

08) 0 volume do primeiro cone serd o dobro do
volume do segundo cone.

16) A altura do primeiro cone sera de 7 cm.

Reproducao/

Arquivo da editora
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49. (Unesp-SP)

Quando os meteorologistas dizem que a precipi-
tacao da chuva foi de 1 mm, significa que houve
uma precipitacao suficiente para que a coluna de

agua contida em um recipiente que nao se afu-
nila como, por exemplo, um paralelepipedo re-
to-retangulo subisse 1 mm. Essa precipitacao,
se ocorrida sobre uma area de 1 m?, correspon-
de a 1 litro de &gua.

O esquema representa o sistema de captacao de
agua da chuva que cai perpendicularmente a
superficie retangular plana e horizontal da laje
de uma casa, com medidas 8 m por 10 m. Nesse
sistema, o tanque usado para armazenar apenas
a dgua captada da laje tem a forma de parale-
lepipedo reto-retangulo, com medidas internas
indicadas na figura.

fora de escala

chuva

filtro de
residuos
solidos

Reproducao/Unesp, 2015.

tanque de p
armazenamento
de 4gua

Estando o tanque de armazenamento inicialmen-
te vazio, uma precipitacao de 10 mm no local
onde se encontra a laje da casa preenchera

a) 40% da capacidade total do tanque.

b) 60% da capacidade total do tanque.

c) 20% da capacidade total do tanque.

d) 10% da capacidade total do tanque.

e) 80% da capacidade total do tanque.

50. (Ifal)

Em uma certa turma de 49 alunos, o nimero

3 ,
de homens corresponde a n do numero de

mulheres. Quantos homens tem essa turma?
al 14
b) 21
c) 28
d) 35
e) 42

WF' 148  CADERNODEESTUDOS



51.

52.

53.

(Imed-RS)

0 total de anagramas da palavra LOGICA é exa-
tamente igual a medida, em graus, da soma dos
angulos internos de um poligono regular. Consi-
derando que a soma dos angulos internos de um
poligono é dada pela expressao S = (n — 2) - 180°,
onde n corresponde ao nimero de lados, pode-se
afirmar que esse poligono é um:

a) Triangulo.

b) Quadrado.

c] Pentégono.

d] Hexagono.

e) Heptagono.

(Ifal)

Em um determinado momento, um estaciona-
mento possui 50 veiculos, entre carros, motos
e triciclos. Um garoto curioso sai contando o
total de rodas em contato com o chao no esta-
cionamento e encontra o valor 165 percebendo
também que a quantidade de rodas dos carros
era o quadruplo do nimero de rodas das motos.

Considerando as informacdes como corretas,
podemos dizer que o estacionamento possui
a) 30 motos.

b) 15 carros.

c) 15 triciclos.

d) o nimero de carros igual ao dobro de triciclos.
e) o nimero de motos igual ao triplo de triciclos.

(UFPA)

Uma comissao é formada por 4 participantes de
cada um dos municipios, Abaetetuba, Igarapé-
-Miri, Cameta, Barcarena e Moju, totalizando
20 pessoas. Escolhendo-se aleatoriamente
5 pessoas deste grupo, a probabilidade de que
exista um representante de cada municipio é:
al ok

969

)8
14535

1
2075

c)

.
15504

1
e] ——
15504
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54. (UEM-PR)

Assinale o que for correto.

01) O tronco de uma pirdmide de base quadrada,
cuja altura é igual a aresta da base, é um
poliedro regular.

02) Considere dois prismas de bases hexagonais
congruentes. Suponha que eles tenham a
mesma altura, porém um tem arestas late-
rais perpendiculares a base e o outro tem
arestas que formam um angulo de 15 graus
com a base. Entdo o prisma inclinado tem
volume maior que o prisma reto.

04) Considere um cone reto e um tetraedro re-
gular cujas areas da base sdo iguais. Se a
aresta do tetraedro tiver o mesmo compri-
mento que a geratriz do cone e o raio da

1 -
base do cone for menor que " entao a area

da superficie total do cone é maior que a
area da superficie do tetraedro.

08) A seccdo meridiana de um cone circular reto
é um triangulo isdsceles.

16) Todo poliedro é convexo.

55. (Unifor-CE)

Uma rampa retangular medindo 10 m? faz um
angulo de 25° em relacdo ao piso horizontal.
Exatamente embaixo dessa rampa, foi delimi-
tada uma éarea retangular A para um jardim,
conforme figura.

Reproducao/Arquivo da editora

Considerando que cos 25° = 0,9, a drea A tem
aproximadamente:

al 3m?
b) 4 m?
c)6m?
d) 8 m?

e) 9 m?
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56. (Enem)

Suponha que, na escultura do artista Emanoel
Araujo, mostrada na figura a seguir, todos os pris-
mas numerados em algarismos romanos sao
retos, com bases triangulares, e que as faces
laterais do poliedro Il sdo perpendiculares a sua
propria face superior, que, por suavez, é um trian-
gulo congruente ao tridngulo base dos prismas.
Além disso, considere que os prismas | e lll sdo
perpendiculares ao prisma IV e ao poliedro II.

Reprodugao/Enem, 2009

Disponivel em: www.escritosriodearte.com.br. Acesso em:
28 jul. 2009.

Imagine um plano paralelo a face ¢ do prisma l,

mas que passe pelo ponto P pertencente a ares-

ta do poliedro Il, indicado na figura. A intersecao

desse plano imaginario com a escultura contém

a) dois tridngulos congruentes com lados cor-
respondentes paralelos.

b) dois retdngulos congruentes e com lados
correspondentes paralelos.

c) dois trapézios congruentes com lados cor-
respondentes perpendiculares.

d) dois paralelogramos congruentes com lados
correspondentes paralelos.

e) dois quadrildteros congruentes com lados
correspondentes perpendiculares.

57. (Uece)

O volume do sélido gerado pela rotacao, em tor-
no do eixo dos X, da regiao do plano limitada pelo
tridngulo com vértices nos pontos (6, 0), (8, 0) e

(8,9) éigual a

u.v. = unidade de volume

al 81 wu.w c) b4 mu.v.
b) 72 T u.v. d) 54 wu.v.
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58. (ITA-SP)

Se o sistema

x+y+z=0
2a’y +(2a" —a)z=0
x+ay+(a’—1)z=0

admite infinitas solucdes, entao os possiveis
valores do parametro a sdo

a) 0 —1, —1;\/5' —1+‘/§.

2
b]o.—1.1“/§.1+‘/§.
2 2
C]O‘_1‘—1;\/§‘1+2\/§_

d)0, =1, —1—+3,-1+43.
e 0, —1,1=v3,1++3

59. (Uern)

Numa lanchonete sao vendidos sucos de 8 sa-
bores diferentes, sendo que 3 sdo de frutas citri-
cas e os demais, de frutas silvestres. De quantas
maneiras pode-se escolher 3 sucos de sabores
diferentes, sendo que pelo menos 2 deles sejam
de frutas silvestres?

al 40 b) 55 c) 72 d) 85

60. (Enem)

A cobertura de uma tenda de lona tem forma-
to de uma piramide de base quadrada e é for-
mada usando quatro tridngulos isdsceles de
basey. A sustentacdo da cobertura é feita por
uma haste de medida x. Para saber quanto de
lona deve ser comprado, deve-se calcular a
area da superficie da cobertura da tenda.

}
=
A &rea da superficie da cobertura da tenda, em
funcao dey e x, é dada pela expressao

2 2
al 2y ’x2+y— d]4/x2+)’_
4 4
2 2
b) 2y X’ + L e) 4 [+ L
2 2

c) Ay\/xz +y’

Reproducédo/Arquivo da editora
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61.

62.

(PUC-RS)
Um cone esta inscrito em um paralelepipedo,
como na figura. A altura do paralelepipedo é o
dobro do lado da base quadrada, de érea
400 cm?. Entao, a razao entre o volume do cone
e o do paralelepipedo é

Reproducao/Arquivo da editora

12 T
16000 — —_—
al J el 3
4000 n
I d) T
(UPE)

Afigura a seguir representa o campo de jogo da
Arena Pernambuco. O ponto A situa-se exata-
mente no meio do campo, e o ponto B, exata-
mente no meio da linha do gol.

68m

Nivelada a partir de medicoes a laser, a funda-
cao tem inclinacdes muito suaves que evitam o
acimulo de dgua nas zonas centrais, conforme
0 esquema a seguir:

Considerando essas inclinacdes do campo, qual
a diferenca de altura entre os pontos A e B, re-
presentados no desenho do campo?

al 15,90 cm c) 29,00 cm e) 53,00 cm
b) 26,50 cm d) 34,00 cm
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63. (IFMG)

Uma senhora resolveu vender bombons e trufas
na porta de uma escola para complementar a
renda familiar. No primeiro dia, ela faturou
R$ 107,50 com a venda de 25 bombons e 15 tru-
fas. No dia seguinte, seu faturamento foi igual
a R$ 185,00 e foram vendidos 20 bombons e
45 trufas. Um aluno que comprou, dessa senho-
ra, 4 bombons e 3 trufas, pagou a quantia de
a) R$ 19,00

b) R$ 19,50

c) R$ 22,50

d) R$ 23,00

64. (UEL-PR)

Sobre os conhecimentos de geometria tridimen-
sional, considere as afirmativas:

|. Se duas retas distintas nao sao paralelas,
entao elas sao concorrentes.

Il. Trés pontos distintos entre si determinam
um Unico plano.

[Il. Duas retas paralelas distintas determinam
um plano.

IV. Se duasretasressaoreversas, entao exis-
te um Unico plano o que contémr e é para-
lelo a s.

A alternativa que contém todas as afirmativas

corretas é:
allell
b)lelV
clilelv
dl I, el
elll, lllelV

65. (Escola Naval Brasileira-RJ)

Um exame de laboratério tem eficiéncia de
90% para detectar uma doenca quando essa
doenca existe de fato. Entretanto, o teste apon-
ta um resultado “falso positivo” (o resultado
indica doenca, mas ela nao existe) para 1% das
pessoas sadias testadas. Se 1,5% da popula-
cao tem a doenca, qual a probabilidade de uma
pessoa ter a doenca dado que seu exame foi

positivo?
95 270 73

al —— o) —— e] —
294 467 255
160 75

b) — d] —

] 433 ] 204
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66.

67.

(Enem)

Uma empresa especializada em conservacao
de piscinas utiliza um produto para tratamento
da dgua cujas especificacdes técnicas sugerem
que seja adicionado 1,5 mL desse produto para
cada 1000 L de 4gua da piscina. Essa empresa
foi contratada para cuidar de uma piscina de
base retangular, de profundidade constante
iguala 1,7m, com largura e comprimento iguais
a3 meb5m,respectivamente. O nivel da ldamina
d'adgua dessa piscina é mantido a 50 cm da bor-
da da piscina.

A quantidade desse produto, em mililitro, que
deve ser adicionada a essa piscina de modo a
atender as suas especificacdes técnicas é

a) 11,25. d) 32,25.
b) 27,00. e) 49,50.
c) 28,80.

(Uema)

A bola de futebol evoluiu ao longo do tempo e,
atualmente, é um icosaedro truncado, formado
por 32 pecas, denominadas de gomos e, geo-
metricamente, de faces. Nessa bola, 12 faces
sdo pentdgonos regulares, e as outras, hexago-
nos, também regulares. Os lados dos pentago-
nos e dos hexagonos sdo iguais e costurados.
Ao unirem-se os dois lados costurados das fa-
ces, formam-se as arestas. O encontro das
arestas forma os vértices. Quando cheio, 0 po-
liedro é similar a uma esfera.

Reproducao/Uema, 2014

O nUmero de arestas e o numero de vértices
existentes nessa bola de futebol sao, respecti-
vamente,

Pode ser utilizado o teorema de Descartes-Euler,
A+2=V+F

a) 80 e 60

b) 80 e 50

c) 70 e 40

d) 90 e 60

e) 90 e 50
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68. (PUC-SP)

Em um pote de vidro nao transparente, foram
colocados mini sabonetes, todos de mesmo ta-
manho, sendo 16 deles na cor amarela, 6 na cor
verde e 4 na cor azul. Retirando-se aleatoria-
mente 3 desses mini sabonetes, um apds o ou-
tro, sem reposicao, a probabilidade de sairem
pelo menos 2 deles na cor amarela, sabendo
que o primeiro mini sabonete retirado era na
cor amarela, é

11
a] —
20
b) 12
20
15
20
17
d -
) 20
69. (FGV-RJ)

Um fazendeiro compra semanalmente um saco
de farelo de milho, um saco de farelo de soja e
um saco de farelo de cevada, mas compra tam-
bém um saco extra de um desses trés produ-
tos. Quando o saco extra é o de milho, o peso
total dos quatro sacos é de 110 kg, quando o
saco extra é o de soja, o peso total dos quatro
sacos é de 106 kg e quando o saco extra é o de
cevada, o peso total dos quatro sacos é de
104 kg. Os pesos dos sacos de cada produto
sdo sempre iguais.

Determine o peso de um saco de cada produto.

70. (UEPG-PR)

Osvalores de x,y e zformam, nesta ordem, uma
progressao aritmética de razaor.

Se esses valores sao a solucao Unica do sistema

3x—by+z=3
x—6y—32=0
2x+z=Kk

assinale o que for correto.
01)r<0.

02) k é um numero par.
04)x-y-z<0
08)x+y+z=5.

16)2x =y + z
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71.

72.

(Uerj)

Dois cubos cujas arestas medem 2 cm sao co-
lados de modo a formar o paralelepipedo
ABCDA'B'C'D". Esse paralelepipedo é secciona-
do pelos planos ADEF e BCEF, que passam pe-
los pontos médios F e E das arestas A'B'e C'D’,
respectivamente.

A parte desse paralelepipedo compreendida
entre esses planos define o sélido ABCDEF,
conforme indica a figura a seguir.

B c 3
N o= %
" D g
. | " :
‘| I
1 ¥ x
1 A |
\ [}
\ 1
\ [
\ £y
\ I )
\ [ BRFT skttt B R
\ 47
{ozrzt
B
p
\ ! 1
\ ! (]
v ! |
v ! '
e LR
“: 'a’ ------------ 'C’
Joe
'0'}F --------- T E
A’ D’
O volume do sélido ABCDEF, em cm?®, é igual a:
al 4
b) 6
c) 8
d) 12
(Ifal)

Girando, em uma volta completa, um triangulo

retangulo de catetos 3 cm e 4 cm, em torno de

seu cateto maior, teremos o so6lido abaixo com

suas caracteristicas:

a) pirdmide com érea lateral 30 cm? e volume
10 cm?.

b) cone com é&rea lateral 15m cm? e volume
12w cm?,

c) cone com é&rea da base 16w cm? e volume
121 cm?,

d) pirdmide com é&rea da base e area lateral
iguais a 12w cm?.

e) cone com &rea da base e drea lateral iguais
a 15w cm?.
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73. (IME-RJ)

Seja M uma matrizreal 2 X 2. Defina uma funcao
f na qual cada elemento da matriz se desloca para
a posicao seguinte no sentido horario, ou seja, se

M= (2 2 J implica quef[M]=(§ S )

Encontre todas as matrizes simétricas 2 X 2

reais na qual M? = f(M).

74. (Uece)

Uma urna contém 50 cartelas das quais 20 sao

azuis, numeradas de 1 a 20, e 30 sao vermelhas,
numeradas de 21 a 50. De quantas formas dife-
rentes é possivel retirar trés cartelas (por exem-

plo, duas vermelhas e uma azul, trés azuis,...)

dessa urna?
a) 19600.
b) 16060.
c) 19900.
d) 16090.

75. (Unicamp-SP)

Um paralelepipedo retangulo tem faces de dreas
2 cm?, 3 cm? e 4 cm? 0O volume desse parale-
lepipedo é igual a:

a) 23 cm’.

b) 2V6

c) 24 cm?.
d) 12 cm?.

76. (UEG-GO)

Na competicao de skate a rampa em forma de

U tem o nome de vert, onde os atletas fazem

diversas manobras radicais. Cada uma dessas

manobras recebe um nome distinto de acordo

com o total de giros realizados pelo skatista e
pelo skate, uma delas é a 180 allie frontside”,

que consiste num giro de meia volta. Sabendo-
-se que 540° e 900° sdo cdngruos a 180°, um

atleta que faz as manobras 540 Mc Tuist e 900

realizou giros completos de

al 1,5e 2,5 voltas respectivamente.

b) 0,5 e 2,5 voltas respectivamente.

L

L

c) 1,5 e 3,0 voltas respectivamente.

d) 3,0 e 5,0 voltas respectivamente.
L

e) 1,5 e 4,0 voltas respectivamente.
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77.

78.

79.

80.

(FGV-RJ)

Considere quatro numeros inteiros positivos.
A cada um desses quatro niUmeros soma-se a
média aritmética dos outros trés, obtendo-se
como resultados os nUmeros 48, 42, 32 e 34.

Um dos niimeros originais é:
a) 34
b) 31
c) 30
d] 33
e) 32

(Udesc)

Se m é a soma de todas as raizes da equacao
tglx) — 2sen(2x) = 0, com x € [0, 2x], entdo
2
cos(i) — cos’(m) é igual a:
n
a1
b) 2
c]o
d -2
e) —1

(UPF-RS)

Um jogo consiste em um prisma triangular reto
com uma ldampada em cada vértice e um quadro
de interruptores para acender essas ldmpadas.
Sabendo que quaisquer trés lampadas podem
seracesas por um Unico interruptor e que cada
interruptor acende precisamente trés ldmpa-
das, o niUmero de interruptores que existem no
quadro é

al 4

b) 20

c) 24

d) 120

e) 720

(Unigranrio)

Um prisma reto tem como base um hexagono
regular, que pode ser inscrito em uma circun-
feréncia de raio 2 m. Se a altura desse prisma
é igual ao dobro do lado do hexagono regular
que forma a sua base, entdo, pode-se afirmar
que seu volume em m?, é igual a:

a) i3 d) 243
b) 63 e) 483
) 30y3
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81. (EFOMM-RJ)

Seja uma esfera de raio Re um cubo de aresta A,

ambos com a mesma area de superficie. Arazao

entre o volume do cubo e o volume da esfera é
igual a

1
al —.

I

b) |
12

C]Z_n

3
n
0 E
e]\/E.
b

82. (Uern)

Um tetraedro regular é um tipo particular de

piramide regular no qual qualquer uma de suas

faces pode ser considerada base, haja vista ser

formado por quatro regides triangulares con-

gruentes e equilateras. Considerando essa in-

formacédo, a area total de um tetraedro regular

cuja aresta mede 6 cm é, em cm?:

(Considere \/ST = 1,7.)
a) 27,2.
b) 42,5.
c) 61,2.
d) 83,3.

83. (Epcar-MQ)

Um baralho é composto por 52 cartas divididas

em 4 naipes distintos (copas, paus, ouros e es-

padas). Cada naipe é constituido por 13 cartas,

das quais 9 sdo numeradas de 2a 10, e as outras
4 sao 1valete (J), 1 dama (Q), 1 rei (K) e 1 &s (A).

Ao serem retiradas desse baralho duas cartas,

uma a uma e sem reposicao, a quantidade de

sequéncias que se pode obter em que a primei-

ra carta seja de ouros e a segunda nao seja um
as éiguala

a) 612

b) 613

c) 614

d 615
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84.

85.

(Uneb-BA)

Atirolesa é uma técnica utilizada para o trans-
porte de carga de um ponto a outro. Nessa téc-
nica, a carga é presa a uma roldana que desliza
por um cabo, cujas extremidades geralmente
estdo em alturas diferentes. A tirolesa também
é utilizada como préatica esportiva, sendo con-
siderado um esporte radical.

Em certo ecoparque, aproveitando a geografia
do local, a estrutura para a pratica da tirolesa
foi montada de maneira que as alturas das ex-
tremidades do cabo por onde os participantes
deslizam estao acercade b2 me8m, cadauma,
em relacdo ao nivel do solo, e 0 angulo de des-
cida formado com a vertical é de 80°.

Nessas condicoes, considerando-se o cabo es-
ticado e que tg 10° = 0,176, pode-se afirmar que
a distancia horizontal percorrida, em metros, ao
final do percurso, é aproximadamente igual a

a) 250 c) 254 e) 258
b) 252 d) 256
(Cefet-MG)

Uma caixa sem tampa no formato de um cubo,
cuja aresta mede 3 metros, esta sobre uma su-
perficie plana e com agua até uma altura de
2 metros em relacdo a sua base, conforme mos-
traa FIG. 1.

FIG. 1 FIG. 2

A caixa serd inclinada de tal forma que a aresta
AB ficara totalmente em contato com a super-
ficie plana e havera perda no volume de 4agua,
conforme a FIG. 2.

Sabendo-se que o angulo formado, apds a in-
clinacdo, entre a face ABCD e a superficie plana
é de 30° e, desprezando-se a espessura das
faces da caixa, a quantidade de 4gua que sobra-
ra na caixa, em m?, é de

a) 9. o) W3 ) %

b) 18, d) #

Reproducao/Arquivo da editora
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86.

87.

(FGV-SP)

Em uma folha de papel, desenha-se um hexa-
gono regular ABCDEF de lado 3 cm e inscrito
em uma circunferéncia de centro 0. O hexago-
no é recortado, e, em seguida, faz-se um re-

corte no raio OB. A partir do recorte no raio, o
pedaco de papel serd usado para formar uma
piramide de base quadrangular e centro 0. Tal
piramide sera feita com a sobreposicao e a co-
lagem dos triangulos OAB e OCD, e dos trian-
gulos OAF e OBC.

E D

T
(@]

Reproducao/Arquivo da editora

A B

O volume da piréamide formada apds as sobre-
posicdes e colagens, em cm?®, é igual a

al 32
b) 33

) W2
dl W2
2

e]ﬁ
2

(Cefet-MG)

Considere a funcao f: [~ n] = R definida por
f(x) = 2cos’x — % +k keR.

Ovalor de k para que o méximo de f(x) seja igual
aké



88.

89.

90.

(PUC-RJ)

As cartas de um baralho comum (13 de copas,
13 de paus, 13 de ouros e 13 de espadas) sdo
empilhadas.

Qual a probabilidade de a carta de cima ser de
copas e a de baixo também?

a) — d] —
13 17
b) 1 e un
2 52
c 1
5
(EsPCEx-SP)

Um recipiente cilindrico, cujo raio da base tem
medida R, contém &gua até uma certa altura.
Uma esfera de aco é mergulhada nesse reci-
piente ficando totalmente submersa, sem haver
transbordamento de agua. Se a altura da &gua

subiu %R, entdo o raio da esfera mede

2 1

a] =R d) =R
3 3
b) 3R e) IR
4 16
c iR
9
(Ufscar-SP)

Considere um plano e e um ponto P qualquer do
espaco. Se por P tracarmos a reta perpendicular
a @, a interseccdo dessa reta com @ é um ponto
chamado projecao ortogonal do ponto P sobre ¢.
No caso de uma figura F do espaco, a projecao
ortogonal de F sobre & é definida pelo conjunto
das projecoes ortogonais de seus pontos.

Com relacao a um plano e qualquer fixado, po-

de-se dizer que:

a) a projecdo ortogonal de um segmento de reta
pode resultar numa semirreta.

b) a projecao ortogonal de uma reta sempre
resulta numa reta.

c) a projecao ortogonal de uma parabola pode
resultar num segmento de reta.

d) a projecdo ortogonal de um tridngulo pode
resultar num quadrilatero.

e) a projecao ortogonal de uma circunferéncia
pode resultar num segmento de reta.
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91. (UPF-RS)

Considere o tridngulo ABC representado
na figura.

C

Reproducédo/Arquivo da editora

Sabe-se que:

e AB=38
e ACB=30°

Qual das expressoes seguintes representa BC,
em funcdo de a?

al 16 sena

b) 8 sena.

) &3 sena
d) 16 cosa

e) 4 cosa

92. (UFV-MG)

Se f é a funcao real dada por f(x) = 2 — cos (4x),
entao é CORRETO afirmar que:

a) f(x) < 3eflx) = 1, para todo x € R.

b) o gréafico de f intercepta o eixo dos X.
c) f(x) < 2 paratodo x € R.
d) f(2) < 0.

e) flx) = %para todo x € R.

93. (FGV-RJ)

Seis bolas brancas e seis bolas pretas estao
distribuidas em trés caixas e nenhuma caixa
contém bolas de uma sé cor. A primeira cai-

xa contém 3 bolas, a segunda 4 bolas e a ter-
ceira 5 bolas.

Sabe-se que a segunda caixa ¢ a Unica em que

o nUmero de bolas pretas é maior do que o nu-

mero de bolas brancas.

Retirando uma bola de cada caixa, determine a

probabilidade de que sejam da mesma cor.
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94. (Famerp-SP)

As figuras indicam uma sequéncia de empilha-
mentos de cubos de 1 cm?. Da primeira pilhaem
diante, os volumes das pilhas, em cm?, sdo iguais

al,b, 14,30, b5, e assim sucessivamente.

sséé

1+4+9 1+4+9+16

Sabe-se que a soma 1 + 22 + 32 + 42 + 5% +
+ ...+ x2éum polindmio do terceiro grau, dado
por P(x) = mx® + nx’ + px, com m, n e p racio-
nais. Portanto, P(1) = 1, P(2) = 5, P(3) = 14,
P(4) = 30 e assim por diante. Nas condicdes
dadas, m éigual a

1 1
— d_
a]2 ]6
5 1
b_ —
]6 e]3
2
c]3

95. (EsPCEx-SP)

A probabilidade de um casal ter um filho de
olhos azuis é igual a % Se o casal pretende ter

4 filhos, a probabilidade de que no méaximo dois

tenham olhos azuis é
1

1 8
a : c) 5 e) >
b) 7 d) 2
9 3
96. (UPM-SP)

Os valores de X (X € R), para os quais a funcao
1 Tl - . . -
flx) = Etg 3x — n nao é definida, sao

aln+kn keZ
b]—+kn kez

A3 fknkez
4
d]l+kn,kez

]—+— ke”Z
3

Reprodugéo/Arquivo da editora

RUMO AO ENSINO SUPERIOR

165 W



97. (Imed-RS)

Um reservatério de dgua tem o formato de um
cilindro reto de volume igual a 54mm?®. Supondo
que esse cilindro estd inscrito em um cubo de
aresta igual ao dobro do raio, o volume desse
cubo, em m3, é igual a:

a) 108. d) 225.
b) 144. e) 343.
c) 216.

98. (Udesc)

A Camara de Vereadores de uma cidade é com-
posta por 13 vereadores, sendo que 6 destes
sao de partidos politicos da situacdo (aliados
ao governo municipal) e os 7 restantes sao de
partidos da oposicdo (contréarios ao governo
municipal). E necessério compor uma comis-
sao especial a ser formada por exatamente
5 vereadores, de forma que haja pelo menos
dois representantes de cada um destes blocos
politicos. Além disso, foi definido que o lider da
situacdo e o lider da oposicdo nao poderao fazer
parte da mesma comissao. Sob essas condi-
coes, a quantidade de comissdes distintas que
pode ser constituida é igual a:

a) 945 c) 620 e) 310
b) 500 d) 810
99. (IFCE)

Dentre os retangulos de perimetro P = 40 cm,
iremos rotacionar o de area maxima em torno de
um de seus lados, gerando um cilindro. O volume
deste cilindro, em cm?, é

a) 500m.

b) 257.

c) 50m.

d) 1007

e) 1000m.

100. (UFJF-MG)

No processo de calcular o angulo x formado
entre duas avenidas transversais, um engenhei-
ro obteve a seguinte equacao sen x = sen®x.
Sabendo que x ndo excede 180°, é CORRETO

afirmar que:

al x = —1 clx=1 e]x=3—n
2

bl x =10 dx==1

2
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101. (UFRGS-RS)

Afigura a seguir representa um cubo de centro O.

H G

n
Reproducéo/Arquivo da editora

A B

Considere as afirmacdes abaixo.

| - O ponto O pertence ao plano BDE.

Il - O ponto O pertence ao plano ACG.

[l - Qualquer plano contendo os pontos O e E
também contém C.

Quais estao corretas?

a) Apenas I. d) Apenas l e lll.

b] Apenas II. e) Apenas Il e lll.

c) Apenas I e ll.

102. (Uece)

Duas esferas que se tangenciam estao em re-
pouso sobre um plano horizontal. Os volumes
das esferas sdo respectivamente 2304w m® e
36mme. Adistancia, em metros, entre os pontos
de contato das esferas com o plano é igual a
al 9. b) 12. c) 15. d) 10.

103. (Uerj)
Observe a matriz:
[ 3+t —4 }
3 t—4
Para que o determinante dessa matriz seja nulo,
o maior valor real de t deve serigual a:

al 1 c) 3
b) 2 d) 4
104. (IFSC)

E CORRETO afirmar que o menor angulo for-
mado pelos ponteiros da hora e dos minutos as

8 h 20 min é:
a) Entre 80° e 90°. d) Menor que 90°.
b) Maior que 120°. e) Entre 90° e 100°.

c) Entre 100° e 120°.
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105. (Faap-SP)

A Unica proposicdo FALSA é:

a) no espaco, duas retas paralelas a uma ter-
ceira sao paralelas entre si

b) uma reta ortogonal a duas retas de um plano
é ortogonal ao plano

c) dois planos perpendiculares @ mesma reta
sao paralelos entre si

d) um plano perpendicular a uma reta de outro
plano é perpendicular a este plano

e) um plano perpendicular a dois planos que se
interceptam é perpendicular a reta de inter-
seccao destes

106. (Cefet-MG)

Uma caixa, em forma de paralelepipedo reto
retangulo, cujas dimensdes sao 800 mm de
comprimento, 50 cm de largura e 6 dm de altu-
ra tem volume igual a

a) 0,24 mm?3 c) 0,24 dm?
b) 0,24 cm? d) 0,24 m?®
107. (FGV-SP)

Uma férmula que mede a magnitude M de um

terremoto pode ser escrita como M = 0,67 -

- logE — 3,25, sendo E a energia mecéanica li-

berada pelo abalo, medida em Joules.

a) Calcule, por meio da férmula dada, a energia
mecanica liberada por um terremoto de
magnitude 2,11.

b) A figura a sequir mostra um modelo trigono-
meétrico que, por meio da funcdo cossenoy =
= A+ B - cos (mx + n), ajuda a prever a mag-
nitude de terremotos em uma ilha do Pacifico.
Nesse modelo, y indica a magnitude do terre-
moto, e X indica o ano de ocorréncia, sendo
x = 1 correspondente ao ano 1980, x = 6
correspondente ao ano 1990, x = 11 correspon-
dente ao ano 2000, e assim sucessivamente.

y

8
71
6 ]

4
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o 1 6 11 16 21 x

Determine dominio, imagem e periodo da
funcao cujo grafico estd indicado na figura.
Em seguida, determine os valores dos para-
metros A, B, m e n da lei dessa funcao.
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108.

109.

110.

(UFRGS-RS)

O primeiro prémio de um torneio recebe um
troféu solido confeccionado em metal, com as
medidas abaixo.

Reproducao/UFRGS, 2015

10
10
20

10

Considerando que as bases do troféu sdo con-
gruentes e paralelas, o volume de metal utili-
zado na sua confeccao é

a) 10043 c) 10003 e) 30003
b) 15043 d) 15003
(UEL-PR)

Considere trés planos que sejam dois a dois
perpendiculares entre si e esferas com 10 cm
de raio. Quantas dessas esferas poderao tan-
genciar simultaneamente os trés planos?

a) Uma. c) Quatro. e) Infinitas.
b) Duas. d) Qito.
(UnB-DF)

Considere um triangulo ABC, retdngulo em A,
contido em um plano & e a reta d perpendicu-
lar a w, passando por B. Denomine M um pon-
to de d que nao pertence ao plano w. O plano
que é perpendicular a MC e contém B inter-
cepta MC em C" e MA em A’, conforme ilustra
a figura a sequir.

M

Reproducao/Arquivo da editora
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Com base nessas informacoes, julgue os itens
a seguir.

() O segmento AC é perpendicular ao plano
definido pelo triangulo MBA.

()0 angulo AMC é igual ao angulo ABC.

() Ospontos A B, CeC estdo sobre uma es-
fera que tem seu centro no ponto médio do
segmento BC.

() Uma vez que BA" é ortogonal a AC e a MC,
conclui-se que BA" é perpendicular a CA".

111. (Uece)

Seu, Vv, p, qessdoniumeros reais nao nulos e
os numeros p, q, s formam, nesta ordem, uma
progressao geomeétrica crescente e se, além
disso, o determinante da matriz

u 2u 4u
v 3v 9v

pag s

for igual a zero, entao a razao da progressao
geométrica pode ser

al 2ou3
b) 3ou4
cJ150u3
d) 2,50u 4

112. (UEL-PR)

As afirmacdes seguintes podem ser verdadeiras
ou falsas.

|. Aprojecdo ortogonal de uma reta num pla-
no é uma reta.

II. Distancia entre duas retas reversas é a per-
pendicular comum a essas retas.

[Il. A distancia entre dois planos sé é definida
se esses planos sao paralelos.

E correto afirmar que SOMENTE

a) Il é verdadeira.

b) Il é verdadeira.

c) l e ll sdo verdadeiras.

d) I e Il sdo verdadeiras.

e) Il e lll sdo verdadeiras.
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113.

114.

115.

116.

(UEFS-BA)

Uma bolha de sabdo, esférica, ndo estouraria se
sua area superficial fosse, no méximo, 44% maior.

Logo, ela poderia conter um volume de ar em
seu interior, sem estourar, até

a) 32,4% maior. d) 66% maior.
b) 44% maior. e) 72,8% maior.

c) 53,6% maior.

(UEM-PR)

Considere as matrizes

210 123 4
A=3 2 5 |eB=|123 4
012 123 4

A partir delas, é correto afirmar que:

01) A matriz A é uma matriz invertivel.

02) A primeira e a Ultima linhas de A - B sao
iguais.

04) E possivel calcular o determinante da ma-
triz B.

08) O determinante da inversa de A é —%.

16)A-B=B"-A

(Uece)

Considerando-se um cubo cuja medida de cada
aresta é igual a 1 m pode-se afirmar correta-
mente que a medida do volume do poliedro con-
vexo cujos vértices sdo os centros das faces
desse cubo é

a) 2. oL
6
b) 2 m’. d) 4 m.
7 7
(Faap-SP)

Duas retas sao reversas quando:

a) ndo existe plano que contém ambas
b) existe um Unico plano que as contém
c) ndo se interceptam

d) ndo sdo paralelas

e) sdo paralelas, mas pertencem a planos distintos
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117. (UEM-PR)

Considere o sistema linear nas incégnitas X, y
e z dado por meio da seguinte operacao com

1
matrizesAX=Bonde A=| 2 4 6 | X=
36 9

N < X

eB= , de forma que a, b e c sejam niimeros

O T W

reais dados e fixos.

Assinale o que for correto.

01)Sea=b=c=0,isto é se o sistema for
homogéneo, entao ele serd possivel e inde-
terminado.

02) Se a e b forem nulos e distintos de ¢, entao
0 sistema sera impossivel.

04) O determinante da matriz A é nao nulo.

08)Sea=b=1ec=0 entdoaterna(—1,1,0)
é uma solucao do sistema.

16) Se o sistema for homogéneo, entdo a terna
(2,1,0) é uma solucdo do sistema.

118. (UFRGS-RS)

Considere a planificacdo do sélido formado por
duas faces quadradas e por quatro trapézios
congruentes, conforme medidas indicadas na
figura representada abaixo.

Reproducao/UFRGS, 2015

O volume desse soélido é

al % o) 8v2. e) 2042 .

b]%. 41642,

119. (Unisc-RS)

Em uma pirdmide regular, a base é um quadra-
do de lado gq. Sabendo que as faces laterais des-
sa piramide sao triangulos equilateros, pode-se
afirmar que o seu volume é

a) g2 c) g el %

) V2 g 43
6 6
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120.

121.

122.

123.

(IFMG)
Ern um tridngulo retangulo ABC, reto em A, tem-se

quetgB+tgC = % OvalordesenB+senC é

a) 22 b) 12 oL 2
12 25 5 7
(Uespi)

Ailustracao a sequir € a planificacao de um so-
lido: B, C e G sao quadrados com lado medindo
3cm; A, D e F sdo triangulos retangulos isds-
celes com catetos medindo 3 cm, e E é um trian-

gulo equildtero com lado medindo 3V2 cm.

Reproducéo/Arquivo da editora

Qual o volume do sélido?
al 22,5 cm? c) 223 cm? e) 22,1 cm?
b) 22,4 cm?® d) 22,2 cm?®

(PUCC-SP)
Considere as afirmacdes a sequir.
I. Duas retas distintas determinam um plano.

Il. Se duas retas distintas sao paralelas a um
plano, entao elas sao paralelas entre si.

lll. Se dois planos sao paralelos, entao toda reta
de um deles é paralela a alguma reta do outro.

E correto afirmar que

a) apenas Il é verdadeira.

b) apenas Il é verdadeira.

c) apenas | e Il sdo verdadeiras.

d) apenas | e lll sdo verdadeiras.

e) I, Il e lll sdo verdadeiras.

(Famema)

Considere as matrizes A=(§ et t ) sendo k
um numero real, comk < 2, B = (bij)gxz, com
b, = (i—j?%eC=A-B.SabendoquedetC =12,
ovalorde k?é

al 0 b) 9 cl 4 d) 16 el 1
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124. (UFU-MG)

Em um determinado sistema mecanico, as ex-
tremidades de uma haste rigida AB ficam co-
nectadas, de forma articulada, a um motor e a
um corpo, conforme ilustra a figura. Quando o
motor é ligado, a haste imprime ao corpo um
movimento oscilatério, e a distancia horizontal
x(t) do ponto B em cada instante t em relacdo
a um ponto fixo 0 é dada pela expressao

1 V3

> -sen(t) + S - cos (t]| centimetros.

x(t) =

Nestas condicées, a maior distancia x(t), em
centimetros, sera igual a:

Dados:

3) 2

Reproducéo/Arquivo da editora

x(t)

c) 1

w

1
2
V3 g 138
2

125. (IFPE)

Uma bola macica, totalmente vedada, em for-
mato de uma esfera perfeita, de didmetro igual
a 6 cm, foi lancada em uma panela cilindrica
cujo raio da base mede 5 cm e altura 10 cm.
Sabendo que inicialmente a panela estava com
adgua até a altura de 5 cm e que a bola ficou
completamente submersa pela dgua, quantos
centimetros o nivel da dgua se elevarad? (Dado:
Considere T = 3)

a) 26 q) 32
25 25
b) 2 o) 2
3 15
2
3
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126. (UEPG-PR)

A primeira fase de um campeonato de futebol é
disputada por 35 times, divididos em 5 grupos,
com 7 times em cada grupo, 0s quais disputam

entre si. Dois times de cada grupo sao selecio-

nados para a segunda fase desse mesmo cam-

peonato, num total de 10 times, os quais jogam

entre si. Se p é o niUmero de jogos a serem rea-

lizados na primeira fase e g 0 numero de jogos

a serem realizados na segunda fase, assinale o

que for correto.

01) p > 100.

02) p — g = 60.

04) q é um multiplo de 9.
08) q < 50.

127. (UEL-PR)

Um individuo em férias na praia observa, a par-
tir da posicao P,, um barco ancorado no hori-
zonte norte na posicao B. Nesta posicao P, o
angulo de visdo do barco, em relacao a praia, é
de 90°, como mostrado na figura a sequir.

Reproducao/UEL, 2011

Ele corre aproximadamente 1000 metros na
direcao oeste e observa novamente o barco a
partir da posicao P,. Neste novo ponto de ob-
servacao Pz, o angulo de visdo do barco, em
relacdo a praia, é de 45°.

Qual a distancia P,B aproximadamente?
a) 1000 metros d) 1714 metros
b) 1014 metros e) 2414 metros
c) 1414 metros
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128.

129.

130.

(FGV-SP)

Somando todos os nimeros de trés algarismos
distintos que podem ser formados com os digi-
tos 1, 2, 3 e 4, o resultado serd igual a

a) 2400.

b) 2 444.

c) 6000.

d) 6600.

e) 6660.

(UPF-RS)

O poliedro representado na figura (octaedro
truncado) é construido a partir de um octaedro
regular, cortando-se, para tal, em cada vértice,
uma piramide regular de base quadrangular.
A'soma dos angulos internos de todas as faces
do octaedro truncado é:

Reproducao/Arquivo da editora

al 2160° c) 7920° e] 13680°
b) 5760° d) 10080°
(UFV-MG)

Considere as afirmacoes a sequir:

|. Se dois angulos A e B de um triangulo sao
congruentes aos angulos Cek, respectiva-
mente, de outro tridngulo, entdo esses trian-
gulos sdo congruentes.

[I. Se uma reta ¢ paralela a um plano, entdo
ela é paralela a toda reta desse plano.

[Il. Se duas retas sao paralelas a um plano, en-
tao elas sao paralelas entre si.

IV. As diagonais de um trapézio isésceles sao
congruentes.

Assinalando V para as afirmacdes verdadeiras
e F para as falsas, a alternativa que apresenta
a sequéncia CORRETA é:

alVFFV

bJVV FF

cddFFFV

dFFVYV

el]VVVF



131.

132.

133.

(EFOMM-RJ)

Um cubo de lado 2a possui uma esfera circuns-
crita nele. Qual a probabilidade de, ao ser sor-
teado um ponto interno da esfera, esse ponto
ser interno ao cubo?

i 23 3 Pas 1
al . b) - c) . d) N e) )
(Acafe-SC)

Um tubo cilindrico reto de volume 128m cm? con-
tém oito bolinhas de ténis de mesa congruentes
entre si e tangentes externamente.

Sabendo que o cilindro esta circunscrito a reu-
niao dessas bolinhas, o percentual do volume
ocupado pelas bolinhas dentro do tubo é, apro-
ximadamente, de:

a) 75. b) 50. c) 33. d) 66.

(Uniceste-PR)

Uma construtora foi contratada para construir
uma ponte. No projeto esté previsto a construcao,
nas extremidades da ponte, de quatro colunas de
concreto, de altura h, que servirao para fixar cabos
de aco que sustentarao a ponte. Em cada coluna
serao fixados, na extremidade superior, dois cabos
de comprimentos A e B. A outra extremidade do
cabo de comprimento A serd fixada na ponte, a
uma distancia L da base da coluna, formando um
angulo a com a ponte. A outra extremidade do
cabo de comprimento B também serd fixada na
ponte formando um angulo b com a ponte, con-
forme a figura. A ponte sera supostamente plana
e as colunas de concreto serdo construidas de
modo a formar um angulo de 90° com a ponte. E
correto afirmar que a quantidade total de cabo a
ser utilizado na construcdo da ponte é:

o)A JENLAT R S ) I/} (R B |
senlb)  senla sen(b)  tgla)

b) 4 h oL AL |
tglb)  cosl(a) tglb)  tglal

c]l{ h + L ]
sen(b)  cos(al
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h
Y\A_
__/bA aN
.L.
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134.

135.

136.

(Unigranrio)

Considere as funcdes f(x) =

N — X
—xX O
— N X

x 11 —4
glx) = 110 121 [>:<] . Desta forma, pode-se afir-

mar que o ponto de intersecao das funcées f(x)

e glx) é:

a) (6, 30) c (9, 72) e) (6, 42)
b) (9, —90) d) (6, —42)

(Fatec-SP)

Na figura a seguir tem-se: o plano o definido
pelas retas ¢ e d, perpendiculares entre si; a
reta b, perpendicular a oo em A, com A € c; 0
ponto B, interseccao de c e d. Se X é um ponto

de b, X € ¢, entao a reta s, definida por X e B,
b

Reproducao/Arquivo da editora

a) é paralela a reta c.
b) é paralela a reta b.
c) esté contida no plano a.
d) é perpendicular a reta d.
e) é perpendicular a reta b.

(Unesp-SP)

Uma crianca possui 6 blocos de encaixe, sendo
2 amarelos, 2 vermelhos, 1 verde e 1 azul.

-

Usando essas pecas, é possivel fazer diferentes
pilhas de trés blocos. A seguir, sdo exemplifica-
das quatro das pilhas possiveis.

Reproducao/VUNESP

|
3
)
N

Reprodugao/VUNESP

Utilizando os blocos que possui, o total de pilhas
diferentes de trés blocos, incluindo as exempli-
ficadas, que a crianca pode fazer é igual a

a) 58. b) 20. c) 42. d) 36. el 72.




137. (UPE)

Num triangulo retangulo, temos que tg x = 3.
Se x é um dos angulos agudos desse triangulo,
qual o valor de cos x?

a]l c]ﬂ e]i
2 2 10
0 35 d -
10 4

138. (Acafe-SC)

Uma peca de madeira tem a forma de uma pi-
ramide hexagonal regular com 21 cm de altura.
Essa peca é seccionada por um plano paralelo
a base, de forma que o volume da pirdmide ob-

tida seja % do volume da pirdmide original.

A disténcia (em cm) da base da pirdmide até
essa seccao é um numero:

a) fracionario. c) multiplo de 3.
b) primo. d) quadrado perfeito.
139. (Enem)

Para fazer um piao, brinquedo muito apreciado
pelas criancas, um artesao utilizard o torno me-
canico para trabalhar num pedaco de madeira
em formato de cilindro reto, cujas medidas do
didmetro e da altura estao ilustradas na Figura
1. A parte de cima desse piao serd uma semies-
fera, e a parte de baixo, um cone com altura
4 cm, conforme Figura 2. O vértice do cone de-
verd coincidir com o centro da base do cilindro.

A
CITT

7 cm

Reproducao/Arquivo da editora

~
o
3

.
Figura 1 Figura 2

O artesao deseja fazer um piao com a maior
altura que esse pedaco de madeira possa pro-
porcionar e de modo a minimizar a quantidade
de madeira a ser descartada.

Dados:

. .4 3
O volume de uma esfera de raior é 3 ST

O volume do cilindro de altura h e 4rea da base
SéS-h;
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O volume do cone de altura h e drea da base S

¢l .s.h.
3

Por simplicidade, aproxime & para 3.

A quantidade de madeira descartada, em cen-
timetros cubicos, é

a) 45. b) 48. c) 72. d) 90. e) 99.

140. (Cesgranrio-RJ)

A é um ponto nao pertencente a um plano P.
O nimero de retas que contém A e fazem um
angulo de 45° com P é igual a:

a) 0. c) 2. e) infinito.
b) 1. d) 4.
141. (Uepa)

Os desfiles de moda parecem impor implicita-
mente tanto o “vestir-se bem” quanto o “ser bela”
definindo desse modo padroes de perfeicao. Nes-
ses desfiles de moda, a rotacdo pélvica do andar
feminino é exagerada quando comparada ao mar-
char masculino, em passos de igual amplitude.
Esse movimento oscilatério do andar feminino
pode ser avaliado a partir da variacdo do angulo
0 conforme ilustrado na figura abaixo, ao cami-
nhar uniformemente no decorrer do tempo |t).

Reproducao/UEPA

(Fonte: http://www.google.com.br/search?hl=PT

Acesso em 9 de setembro de 2011 - Texto adaptado)

Um modelo matematico que pode representar
esse movimento oscilatério do andar feminino

é dado por: 6[t]=%cos(%[t]. Nestas condi-

cbes, o valor de 6(%] é:

a) L o L e) L
12 20
b) L d =
10 18
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142 .(Acafe-SC)
Se 2+ 2sen 0+ 2(sen 0)2 + 2(sen 6)* + 2(sen )¢ +

+...=10,com0< < % entdo, |cos(20)] é
igual a:
a) 17 c 2
25 5
b) 2 d L
5 25
143. (PUCC-SP)

A figura mostra o dngulo de visdo que um mes-
mo observador tem de uma estrutura de cai-
xa-d'dgua em dois pontos diferentes. Sabe-se
que a altura dos olhos, em relacao ao piso
plano sobre o qual a estrutura estd apoiada
perpendicularmente, é exatamente a metade
da altura da estrutura da caixa-d'adgua, e que
a distancia entre os dois pontos de observacao
é de 2 metros.

Reproducao/PUCAMP 2016

==

Dados:

A partir dessas informacoes, é possivel deter-
minar que a altura da estrutura da caixa-d'agua,
em metros, é igual a

al 33 — 2.

b) @

o A3 +2.
dl 3 +2.
e) V3 +1.
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144. (UEL-PR)

Aretaréainterseccdo dos planos perpendicu-
lares a e B. Os pontos A e B sdo tais que A € o,
AZB BEP B& o AsretasABer

a) sdo reversas.

b) sdo coincidentes.

c) podem ser concorrentes.

d) podem ser paralelas entre si.

e) podem ser perpendiculares entre si.

145. (UFG-GO)

Dois observadores, situados nos pontos A e B,
a uma distancia d um do outro, como mostra a
figura a seguir, avistam um mesmo ponto no
topo de um prédio de altura H, sob um mesmo
angulo © com a horizontal.

Reproducao/Arquivo da editora

Sabendo que o angulo ABC também mede 6 e
desconsiderando a altura dos observadores, a
altura H do prédio é dada pela expressao:

alH= d 'seng - cosO
2 2

bJH=4d-cosf-send

cJH= = -tg6-send

d/H= = -tg0 - secO

Nja N|a

eJH=d ~sen% -sech

146. (Enem)

Ao se perfurar um poco no chao, na forma de
um cilindro circular reto, toda a terra retirada é
amontoada na forma de um cone circular reto,
cujo raio da base é o triplo do raio do poco e a
altura é 2,4 metros. Sabe-se que o volume des-
se cone de terra é 20% maior do que o volume
do poco cilindrico, pois a terra fica mais fofa
apos ser escavada.

Qual é a profundidade, em metros, desse poco?
al 1,44 c) 7,20 e] 36,00
b) 6,00 d) 8,64
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147. (Faap-SP)

0 galpao da figura a seguir estd no prumo e a
cumeeira estd "bem no meio” da parede.

cumeeira u

Das retas assinaladas podemos afirmar que:
a) t e u sdo reversas.

b) s e u sdo reversas.

c] t e usdo concorrentes.

d) s e r sdo concorrentes.

e) t e u sdo perpendiculares.

148. (PUC-SP)
No pentagono ABCDE da figura, o lado AB mede
3 cm; o lado AE mede 8 cm; o lado CD mede

4 cm e os angulos BEC, A e D medem 30° 60° e
90° respectivamente.

£ i
' <
8cm {»D g
4om ©
A
A 3cm B c

Sendo a area do tridngulo E&E iguala 10,5 cm?,
a medida, em cm, do lado DE é

al V18 b) v20 ) V22 d) V24

149. (UEG-GO)

Alterando-se as dimensoes de uma caixa retan-
gular de altura h, as dimensoes da base serao
multiplicadas por k e as da altura somado k, em
que k é uma constante positiva e ndo nula. Logo,
verifica-se que o volume da nova caixa serd em
relacdo a anterior

a) k® vezes maior.

b) k? + kh vezes maior.
3

Kk .
o K+ o vezes maior.

Jh

d) K + o vezes maior.

Reproducao/Arquivo da editora
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150. (UEPG-PR)

Sendo M uma matriz quadrada inversivel, de

ordem 3, assinale o que for correto.

01) Se det(M) = 5 e det(2 - M- M) = x + 1,
entdox = 7.

02) Se det(M) = 4 e se k é um nUmero real tal
que det(k - M) = 108, entdo k = 9.

04) Se det[% : Mj — 24, entdo det(MY) = 3.

08) Se det(M) = 2x + 6 e det(MY) = x + 10, entao
det(M - MY) = 16.

16) Se det(M) = x + 2 e det(M~") = x — 8, entdo
o produto dos possiveis valores de x é —17.

151. (UFRN)

A escadaria a seguir tem oito batentes no pri-

meiro lance e seis, no sequndo lance de escada.

Reproducao/Arquivo da editora

A

Sabendo que cada batente tem 20 cm de altura
e 30 cm de comprimento (profundidade), a tan-

gente do angulo CAD mede:

al b) 14 DA d) 1
10 15 30
152. (FGV-RJ)

As cinco faces de uma

piramide quadrangu-

lar regular serao pin-

tadas e cada face terd

uma so6 cor. Tintas de

5 cores diferentes es-

tao disponiveis e duas faces vizinhas da pirami-
de nao poderao ter a mesma cor.

Reproducao/Arquivo da editora

De quantas maneiras diferentes a piramide po-
derd ser pintada?

Obs.: pinturas que coincidem por rotacdo da pi-
rémide sdo consideradas iguals.
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153.

154.

(Uneb-BA)

Sua bexiga é um saco muscular elédstico
que pode segurar até 500 mL de fluido. A in-
continéncia urinaria, no entanto, tende a ficar
mais comum a medida que envelhecemos,
apesar de poder afetar pessoas de qualquer
idade; ela também é mais comum em mulhe-
res que em homens (principalmente por causa
do parto, mas também em virtude da anatomia

do assoalho pélvico).
(BREWER. 2013, p. 76).

Considerando-se que a bexiga, completamente
cheia, fosse uma esfera e que m = 3, pode-se
afirmar que o circulo maximo dessa esfera se-
ria delimitado por uma circunferéncia de com-
primento, em cm, igual a

al 20

b) 25

c) 30

d) 35

e) 40

(PUC-PR)

Determine o raio da base do cone maior, forma-
da pela secao transversal de um cone menor
reto, com raio da base medindo 6 cm e altura
8 cm, sabendo que o seu volume é a metade do
cone menor.

Reproducao/Arquivo da editora

a) V108 cm.

b) &2 cm.

c) 12 cm.

d) 51 cm.
e) 86 cm.
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155.

156.

157.

(Unifor-CE)

Uma cama de hospital, equipada com um ajus-
tador hidraulico, move-se de acordo com um
controle manual de subir e descer.

Reprodugao/Arquivo da editora

Aalturayque a camavariaem funcao de 0 é de:

aly=2sen0 dly=2cos0
bly=2sen0+ 2 ely=2cos0+2
cly=1tgo+2

(PUC-RJ)

Monica tem uma blusa de cada uma das seguin-

tes cores: branca, vermelha, amarela, preta e

verde. Ela também tem uma calca de cada uma

das seguintes cores: preta, azul, cinza e branca.

a) De quantas maneiras Monica pode escolher
uma blusa e uma calca para sair?

b) De quantas maneiras Monica pode escolher
uma blusa e uma calca de cores diferentes uma
da outra?

c) Na segunda-feira, Ménica usou calca azul e
camisa preta. Na terca-feira, ela quer esco-
lher uma calca e uma camisa de cores dife-
rentes uma da outra. Sabendo que as roupas
que ela usou na segunda-feira estao lavando
(e apenas estas), de quantas maneiras ela
pode escolher suas roupas”?

(Unesp-SP)

Um ponto P, de coordenadas (x, y) do plano car-

tesiano ortogonal, é representado pela matriz

coluna [ ; } assim como a matriz coluna [ ; }

representa, no plano cartesiano ortogonal, o
ponto P de coordenadas (x, y).

Sendo assim, o resultado da multiplicacao ma-

y
no plano cartesiano ortogonal, necessariamen-
te representa um ponto que é
a) uma rotacdo de P em 180° no sentido horério,
e com centro em (0, 0).
b) uma rotacao de P em 90° no sentido anti-ho-
rario, e com centro em (0, 0).
c) simétrico de P em relacdo ao eixo horizontal x.
d) simétrico de P em relacdo ao eixo vertical y.
e) uma rotacdo de P em 90° no sentido horério,
e com centro em (0, 0).

tricial[ [13 —01 ] [ X }é uma matriz coluna que,



158. (EsPCEx-SP)

O valor da altura de um cilindro reto de raio R,
cujo volume é a soma dos volumes dos solidos
le2é

a
a
2
¥ R
1
Desenho ilustrativo fora de escala.
al 1. d) L
12 3
b) la. e) ﬂa.
6 12
c) 2.
4
159. (Uema)

Um clube de futebol, para agradar a sua torcida
e a seus jogadores, resolveu homenagear os
jogadores que mais se destacaram no clube na
Ultima temporada. Para isso, confeccionaram-
-se dezesseis troféus do mesmo tamanho, em
formato de bola de futebol, com raio igual a 6.

Determine (use T = 3,14)
a) a area total das superficies consideradas.
b) o volume total dos troféus.

160. (UFPE)

Analise as seguintes afirmacoes:

() Existem dois planos distintos, passando
ambos por um mesmo ponto e perpendicu-
lares a uma mesma reta.

() Sedois planos forem perpendiculares, todo
plano perpendicular a um deles sera para-
lelo ao outro.

() Duas retas paralelas a um plano s&o pa-
ralelas.

() Se dois planos forem perpendiculares, toda
reta paralela a um deles serd perpendicular
ao outro.

( )Umareta paralela a duas retas concorrentes
de um plano é perpendicular a esse plano.

Reproducao/Arquivo da editora
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161. (Faap-SP)
A Unica proposicdo FALSA é:

a) no espaco, duas retas paralelas a uma ter-

ceira sao paralelas entre si.

b) uma reta ortogonal a duas retas de um plano

é ortogonal ao plano.

c) dois planos perpendiculares a mesma reta
sao paralelos entre si.

d) um plano perpendicular a uma reta de outro

plano é perpendicular a este plano.

e) um plano perpendicular a dois planos que se
interceptam é perpendicular a reta de inter-

seccao destes.

162. (Enem)

Afigura mostra a piramide de Quéops, também

conhecida como a Grande Pirdmide. Esse é o

monumento mais pesado que ja foi construido

pelo homem da Antiguidade. Possui aproxima-

damente 2,3 milhdes de blocos de rocha, cada

um pesando em média 2,5 toneladas. Conside-

re que a piramide de Quéops seja regular, sua

base seja um quadrado com lados medindo

214 m, as faces laterais sejam triangulos isds-

celes congruentes e suas arestas laterais me-

cam 204 m.

Reproducao/ENEM, 2016

Disponivel em: www.mauroweigel.blogspot.com.
Acesso em: 23 nov. 2011.

O valor mais aproximado para a altura da pira-

mide de Quéops, em metro, é
a) 97,0.

b) 136,8.

c) 173,7.

d) 189,3.

e) 240,0.

WF' 188  CADERNODEESTUDOS



163.

164.

165.

166.

(Uece)

Um circulo de raio R gira em torno de seu dia-
metro, gerando uma esfera de volume V. Se o
raio do circulo é aumentado em 50%, entdo o
volume da esfera é aumentado em

a) 100,0%.

b) 125,0%.

c) 215,0%.

d) 237,5%.

(Insper-SP)

Em uma pirdmide quadrangular regular, a drea
lateral é o dobro da area da base. Nesse caso,
cada face lateral forma com o plano da base um
angulo que mede

a) 15°. c) 45°. e) 75°.
b) 30°. d) 60°.
(UEPG-PR)

As medidas dos lados de um triangulo ABC s&o
trés nimeros pares consecutivos, sendo A o maior

angulo e C o menor angulo desse tridngulo.

Sabendo que cosA = % assinale o que for correto.

01) O perimetro do tridngulo é 30 u.c.
02) A &rea do tridngulo é 1547 u.a.

04) O triangulo é obtusangulo.
08) tgA =37 .

V7

16) senC = -_—
4

(Unesp-SP)

Dado um paralelepipedo retédngulo, indiqguemos

por A o conjunto das retas que contém as ares-

tas desse paralelepipedo e por B o conjunto dos
planos que contém suas faces. Isso posto, qual
das sequintes afirmacdes é verdadeira?

a) Quaisquer que sejam os planos oce fde B, a
distancia de o.a 3 é maior que zero.

b) Se r e s pertencem a A e sio reversas, a dis-
tanciaderasé maior que a medida da maior
das arestas do paralelepipedo.

c) Todo plano perpendicular a um plano de B
é perpendicular a exatamente dois planos
de B.

d) Toda reta perpendicular a um plano de B é
perpendicular a exatamente dois planos de B.

e) Ainterseccao de trés planos quaisquer de B
é sempre um conjunto vazio.
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167. (UFRN)

Numa escola, o acesso entre dois pisos desnive-
lados é feito por uma escada que tem quatro de-
graus, cada um medindo 24 cm de comprimento
por 12 cm de altura. Para atender a politica de
acessibilidade do Governo Federal, foi construida
uma rampa, ao lado da escada, com mesma in-
clinacao, conforme mostra a foto a seguir.

Reproducao/UFRN, 2012

Com o objetivo de verificar se a inclinacdo esta
de acordo com as normas recomendadas, um
fiscal da Prefeitura fez a medicdo do angulo que

a rampa faz com o solo.

O valor encontrado pelo fiscal
a) estava entre 30° e 45°

b) era menor que 30°

c) foi exatamente 45°

d) era maior que 45°

168. (UEM-PR)

Considere as matrizes

13 0100
=[123J,B=22 eC=| 3210
3217 31 0321

103 2

De acordo com conhecimentos sobre matrizes
e determinantes, é correto afirmar que

01) det(M - N) = det(N - M), onde M e N sao
matrizes quadradas de mesma ordem.

02) det M' = — det M, onde M é matriz quadra-
da de ordem fmpar.

04) det (C) = 4.
08) a matrizA - B possui trés linhas e trés colunas.
16) det(A - B) = 96.
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169.

170.

171.

172.

(UFRJ)

Na figura a seguir, A nao pertence ao plano de-
terminado pelos pontos B, C e D. Os pontos E,
F. G e H s&o os pontos médios dos segmentos
AB, BC, CD e DA, respectivamente.

A

Reproducao/Arquivo da editora

Prove que EFGH é um paralelogramo.

(UEMG)

Dadas as equacoesderetar:x+y—6=0e
s: 2x —y = 0 em um dado plano cartesiano
de centro 0. As retas r e s sao concorrentes
no ponto P e a reta r intercepta o eixo das
abscissas no ponto Q. O volume do sélido for-
mado pela rotacao da figura plana formada
pelos pontos OPQ em torno do lado 0Q é: (use
=3

a) 32 cm?®.
b) 64 cm?.
c) 96 cm?.
d) 88 cm?.

(EsPCEx-SP)

As medidas das arestas de um paralelepipedo
retangulo sdo diretamente proporcionais a 3, 4
e b e a soma dessas medidas ¢ igual a 48 cm.
Entdo a medida da sua area total, em cm?, é

a) 752 d) 1302
b) 820 e] 1504
c) 1024

(UEG-GO)

Uma laranja com formato esférico e com 6 cm
de didmetro foi descascada até a sua metade.
Considerando-se esses dados, verifica-se que
a area total da casca retirada da laranja é de
aproximadamente (use 1t = 3,14)

a) 48 cm?
b) 57 cm?
c) 74 cm?

d) 95 cm?
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173. (IFBA)

Sendo o valor de p o triplo do valorde reqo
dobro do valor de r; sendo a soma do valor de p
com o valor de g o mesmo valor corresponden-

te a 20% do valor 75; sendo M = 2 [:2+ 7 .

g
entao podemos afirmar que o valor de M &7
al 4 c) 6 el 3
b) 2 dl 5
174. (FGV-RJ)

A figura abaixo mostra um tronco de pirami-
de regular formado por dois quadrados ABCD
e A'B'C'D’ de centros 0 e 0' contidos em pla-
nos paralelos e quatro trapézios congruentes.
Os quadrados sao as bases do tronco e a sua
altura é a distancia 00" = h entre os planos
paralelos.

Reproducéo/Arquivo da editora

Se S e S's3o as areas das bases de um tronco
de piramide de altura h, o volume desse tronco

¢ dado pela férmula V= %(S +S +«/SS').

S30 dadas, em decimetros, as medidas das
arestas:

AB =12, A'B"' =6 AA"=9.

Calcule o volume desse poliedro em decimetros
cubicos e dé um valor aproximado usando algum
dos dados abaixo.

Dados: V2 = 141,43 = 1,73, 6 =2 24,
7 =2.65.

175. (UFPE)

Em quantas regides quatro retas distintas di-
videm o plano, sabendo-se que nao ha duas
retas paralelas nem trés concorrentes no mes-
mo ponto?
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176. (UEL-PR)

0 sélido representado na figura a sequir é for-

mado por um cubo de aresta de medida % que

se apoia sobre um cubo de aresta de medida x.

X

Reproducao/Arquivo da editora

Ainterseccao do plano EGC com o plano ABC é

a) vazia.
b) a reta AC.

c] 0 segmento de reta E

d) o ponto C.

e) o tridngulo AGC.

177. (UFPB)

Em um shopping, uma pessoa sai do primeiro

pavimento para o segundo através de uma es-

cada rolante, conforme a figura a sequir.

Reproducao/UFPB

&

Aaltura H, em metros, atingida pela pessoa, ao
chegar ao segundo pavimento, é:

al 15
b) 10
c)b
d) 3
el 2
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178. (UFU-MG)

Para realizar uma venda, uma loja virtual soli-
cita de seus clientes o cadastramento de uma
senha pessoal que permitird acompanhar a
entrega de sua compra. Essa senha anterior-
mente era composta por quatro algarismos e
uma letra (mindscula), sem quaisquer restri-
coes de posicionamentos entre letra e algaris-
mos. Com o grande aumento no niimero de
vendas, houve a necessidade de ampliacao no
numero de senhas, as quais passaram a ser
compostas por cinco algarismos e uma letra
(minuscula). Sabe-se que existem 26 letras no
alfabeto e 10 algarismos disponiveis.

Se denotarmos por N e M, respectivamente,
o numero total de senhas possiveis, antes e
apds a mudanca, entdo, arelacdoentreNe M

é dada por:

alM=10-N cJM=46I-N

b]M =5!-N dM=12-N
179. (Udesc)

Uma bola esférica é com-
posta por 24 faixas iguais,
como indica a figura.

Sabendo-se que o volu-
me da bola é 2 3041 cm?,
entdo a area da superficie
de cada faixa é de:

Reproducao/Arquivo da editora

a) 20m cm? c) 28w cm? e) 251 cm?
b) 241 cm? d) 27n cm?
180. (UPM-SP)
Cs§
D S
E
A B

Na figura acima, ABC e AED sao tridngulos re-
tangulos. Se m(AC) = €, m(BAC) = o, m(ADE) =

e mIABC) = m(DAE) = 90°, entao mBD) &

2
al € - cos o dj¢. 95 &
senf
b) € - sen” o e serf o

c)€-cosu-senf cos
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181.

182.

183.

Reproducao/Arquivo da editora

(Uece)

Um poliedro convexo com 32 vértices possui
apenas faces triangulares. O nimero de arestas
deste poliedro é

a) 100. b) 120. c) 90. d] 80.

(EsPCEx-SP)

A angioplastia € um procedimento médico ca-
racterizado pela insercao de um cateter em uma
veia ou artéria com o enchimento de um peque-
no balao esférico localizado na ponta desse ca-
teter. Considerando que, num procedimento de
angioplastia, o raio inicial do balao seja despre-
zivel e aumente a uma taxa constante de
0,5 mm/s até que o volume seja igual a 500 mm?,
entao o tempo, em segundos, que o balao leva
para atingir esse volume é

a) 10. c]10§/z. e 103\/3.
n n

b) 103/% d) 109 .

(Uepa)

Num dos trabalhos escritos no comeco do
século V d.C. na India, encontramos uma ta-
bela “meias-cordas”, representado na figura
abaixo. Essas “meias-cordas” representam os
nossos atuais senos. Os indianos pensavam na
meia-corda como o real segmento em um cir-
culo com raio particular, como, por exemplo,
ocorre no livro Almagest de Claudius Ptolomeu
(85 —165), que utilizou um circulo de raio 60.

Texto adaptado do livro A Matemdtica através dos tempos,
Editora Edgard Bliicher, 2008.

Meia-corda
Metade da corda do
dobro do angulo

Utilizando o mesmo raio considerado por Pto-
lomeu, o valor da meia-corda indicado na figura
para um angulo de 6 = 45° é:

a) 302 o % o 32

4

b) 15¢2 . dlg.
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184. (PUCC-SP)

Para desbloquear a tela de um aparetho celu-

lar, o usuario deve digitar uma senha de trés

algarismos quaisquer. Note que também sao

validas senhas, por exemplo, 088 ou 000. Se a

pessoa digita duas vezes a senha errada, o me-

canismo de seguranca do aparelho trava a tela

por uma hora.

Rafael esqueceu sua senha, mas lembra que

ela formava um numero que era: quadrado per-
feito, menor do que 200 e multiplo de 3. Usando
corretamente suas trés lembrancas, as chances

de Rafael conseguir desbloquear a tela do seu

celular, sem que ela trave por uma hora, sao

iguais a
a) 2. NS e) L.
11 5
b) 2. )L
11
185. (UCS-RS)

O volume de um prisma reto, cuja base é um
retdngulo com lados de medidas 4 me 6 m, é
iguala 120 m®.

Qual serd o volume, em m?, do prisma reto que
tem como base o poligono com vértices nos
pontos médios da base do prisma anterior e que

tem o triplo da altura do prisma anterior?

a) 30
b) 60
c) 120
d) 180
e) 300

186. (UEMG)

Os nimeros 258 e 179 tém seus algarismos es-

critos em ordem crescente. Os nimeros 558 e

496 ndo tém seus algarismos escritos em ordem
crescente. Quantos sao os numeros de trés al-

garismos no qual esses algarismos aparecem
em ordem crescente?

a) 84

b) 120
c) 504
d) 720
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Respostas

Aplique o que aprendeu 19. B Topico 4 - Corpos redondos
Topico 1 - Trigonometria na 20. 04 +08=12 1. E
circunferéncia, trigonometria 21. C
em um triangulo qualquer, ’ 2. a) 1488 m
funcoes trigonométricas e 22. 01+ 04 =05 b) 44044,8 m?3
transformacoes trigonometricas 23, 01 + 04 + 08 + 16 = 29 3 C
e 2.0 24. 01+ 04 +08+16=29 =
2. D 13. A 25
3. A 14. D > B
4 D 15, A Topico 3 - Poliedros 6. E
5 D 16. D 1. C 7. D
6. D 17. B 2. D 8. C
7. E 18. B 3. D 9. 2m
8. D 19. A 4. a) EG=DG =57 m 10. E
9. C 20. B b) 7,1° 1. D
10. C 21. A 5 B 9. A 12. D
1. A 6. B 10. A 13. C
Topico 2 - Geometria espacial 7. B 1. D 14. C
e de posicao
- 8 134cm 12.B 15. 01+ 08+ 16 =25
. 13. D 16. B 20. C
) 14. 01402+ 08 + 16 = 27
3. 01+02+08+ 16 =27 17.A 2. ¢
oA 18. C 22. C
4. D . .
16. 1643 m?2
5 B 19. C 23. E
17. 01 + 02 =03
6. E
18. C Topico 5 - Matrizes,
7. F-F-V-F-V 19. D determinantes e
8. E ) sistemas lineares
10. A 20. A
N B 1. C
1. 04+ 08+ 16 =28 ’
2. C
12. B 22. B
- 23. 02 + 04 = 06 D
14. C 24. E b A
15. C 25. D 5. B
16. C 26. 01+ 04+ 08+ 16=29 6. B
17. E 27. A 7. C
18. 01+ 02+ 08+ 16 =27 28. D 8. 01+02=03
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9. E 15. D

10. A 16. A

1. D 17. E

12. —6 18. D

13. A 19. D

14 E 20. C

21. al =16
MB=kwou6=%?+2kmkEZ

22. A

23. C

Topico 6 - Analise combinatoria e probabilidade

-

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

Y ©® N o g &~ 0D

22,

—
e

23.

-
-

24,

—
~

25.

> U O » O W W W O m > O m
o o O U » W W » » >» w O m

13. 26.

Rumo ao Ensino Superior

1. C

2. 01 +08=09

3. k=6m

4. B

5 D

6. m = 0¢é possivel e indeterminado;m=1em =2

é impossivel
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10.
11.
12.
13.
21.
22.
23.
24,
25.
26.

27.
28.
29.
32.
33.
34.
35.
36.
40.
41.
42,
43.
44,
48.
49.
50.
51.
52.

w o < > U w o O O m
<
<
v
=

B
V-V-F-F-V

a) Demonstracao

el

A

B

D

01+ 02 + 04 = 07
C

D

D

E

02 + 04 =06
C

C

C

B

02 + 04 =06
C

B
D
E

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

30.

31.

37.

38.

39.

45,

46.

47.

53.

54.

55.
56.

o » » >» W W O



57.
58.
59.
60.
61.
62,
69.
70.
71.
72.

73.

74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84,
85.
86.
87.
88.
89.

63.
64.
65.
66.
67.

T O » >» W O
o o W O O >

68.
c=245s=26;m=230
01+ 04 =05

C

B

@ oo O U g »r »» O M O W O g » W

N = N —

ou

90.
1.
92.

93.

94.
95.
96.
97.
98.
99.

> O m

O O m O m U-||A

100.D
101. E
102. B
103. A

104.
105.

107.

108.
110.
11.
113.
114.
115.
117.
118.
119.
120.
121.
126.
127.
128.
129.
130.
131.
132.
133.
134.
135.
136.
137.
138.
150.
151.
152.

B 106.D
B
a) 108 joules

bJA=6B=2.D=R +
+ Im = [4, 8]; Periodo 10;

m=X. T
5 b
D 109.D
V-F-V-V
A 112.B
E
01+ 02=03
C 116. A
01+ 02=03
B 122. B
B 123.E
C 124.C
A 125. A

01+02+04+08=15
139.E

140.

141.

142.

143.

144.

146.
147.
148.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

D

a) 20 b) 18 c) 11
B

E

a) 7234,56 u.a.

b) 1446912 u.v.
F-F-F-F-F

B 163.D

B 164. D

01+ 02+ 08+ 16 =27
D

B

01+ 16=17.
Demonstracao

C 172.B

E 173.E
667,8 dm?

11

B

o m O O OO O O w O O m O

149.

01 +16=17

B
120

153.
154.

E
B
D
C
A
145.D
B
A
B
C

o O

183. A

184. A

185.D

186. A
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Significado das siglas dos vestibulares

Acafe-SC: Associacao Catarinense das Fundacdes
Educacionais (Santa Catarina)

Cefet-MG: Centro Federal de Educacado Tecnoldgica de Minas
Gerais

CPS-SP: Centro Paula Souza (Sao Paulo)

EBMSP-BA: Escola Bahiana de Medicina e Satide Publica (Bahia)
EEAR-SP: Escola de Especialistas de Aerondutica (S0 Paulo)
EFOMM-RJ: Escola de Formacao de Oficiais da Marinha
Mercante (Rio de Janeiro)

Enem: Exame Nacional do Ensino Médio

Epcar-MG: Escola Preparatéria de Cadetes do Ar (Minas Gerais)
Escola Naval Brasileira-RJ: Escola Naval Brasileira

(Rio de Janeiro)

EsPCEx-SP: Escola Preparatéria de Cadetes do Exército (Sao
Paulo]

ESPM-SP: Escola Superior de Propaganda e Marketing (Sao
Paulo]

Famema: Faculdade de Medicina de Marilia (Sao Paulo)

Famerp-SP: Faculdade de Medicina de Sdo José do Rio Preto
(Sdo Paulo)

Fatec-SP: Faculdade de Tecnologia (Sao Paulo)

FCMMG: Faculdade de Ciéncias Médicas de Minas Gerais
FEI-SP: Centro Universitario da Faculdade de Engenharia
Industrial (Sao Paulo)

Fepar-PR: Faculdade Evangélica do Parana

FGV-RJ: Fundacao Getulio Vargas [Rio de Janeiro)

FGV-SP: Fundacao Getulio Vargas (Sao Paulo)

FMP-RJ: Faculdade de Medicina de Petrdpolis (Rio de Janeiro)
Fuvest-SP: Fundacdo Universitaria para o Vestibular (S3o Paulo)

IFCE: Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do
Ceard

IFPE: Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia de
Pernambuco

IFSC: Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia de
Santa Catarina

IFSP: Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia de
Sao Paulo

Ifsul-RS: Instituto Federal de Educacéao, Ciéncia e Tecnologia
Sul-Rio-Grandense (Rio Grande do Sul)

Imed-RS: Faculdade Meridional [Rio Grande do Sul

IME-RJ: Instituto Militar de Engenharia (Rio de Janeiro)
Insper-SP: Instituto de Ensino e Pesquisa (Sao Paulo)

ITA-SP: Instituto Tecnoldgico de Aerondutica (Sao Paulo)
PUCC-SP: Pontificia Universidade Catdlica de Campinas

(Sao Paulo)

PUC-PR: Pontificia Universidade Catélica do Parana

PUC-RJ: Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro
PUC-RS: Pontificia Universidade Catélica do Rio Grande do Sul
PUC-SP: Pontificia Universidade Catélica de Sao Paulo
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Ucpel-RS: Universidade Catdlica de Pelotas (Rio Grande do Sul)
UCS-RS: Universidade de Caxias do Sul (Rio Grande do Sul)
Udesc: Universidade do Estado de Santa Catarina

Uece: Universidade Estadual do Ceard

UEFS-BA: Universidade Estadual de Feira de Santana (Bahia)
UEG-GO: Universidade Estadual de Goias

UEL-PR: Universidade Estadual de Londrina [Parana)

Uema: Universidade Estadual do Maranhao

UEM-PR: Universidade Estadual de Maringa (Parand)

Uepa: Universidade do Estado do Para

UEPG-PR: Universidade Estadual de Ponta Grossa (Parand)
Uerj: Universidade do Estado do Rio de Janeiro

Uespi: Universidade Estadual do Piauf

Ufal: Universidade Federal de Alagoas

UFBA: Universidade Federal da Bahia

Ufes: Universidade Federal do Espirito Santo

UFF-RJ: Universidade Federal Fluminense (Rio de Janeiro)
UFJF-MG: Universidade Federal de Juiz de Fora (Minas Gerais)
UFMG: Universidade Federal de Minas Gerais

UFPB: Universidade Federal da Paraiba

UFPE: Universidade Federal de Pernambuco

UFPI: Universidade Federal do Piauf

UFPR: Universidade Federal do Parana

UFRGS-RS: Universidade Federal do Rio Grande do Sul
UFRN: Universidade Federal do Rio Grande do Norte
Ufscar-SP: Universidade Federal de Sao Carlos

(Sao Paulo)

UFSM-RS: Universidade Federal de Santa Maria (Rio Grande
do Sul)

UFTM-MG: Universidade Federal do Tridngulo Mineiro (Minas
Gerais)

UFU-MG: Universidade Federal de Uberlandia (Minas Gerais)
UFV-MG: Universidade Federal de Vicosa (Minas Gerais)
UnB-DF: Universidade de Brasilia (Distrito Federal)
Uneb-BA: Universidade do Estado da Bahia

Unesp-SP: Universidade Estadual Paulista "Julio de Mesquita
Filho" (Sao Paulo)

Unicamp-SP: Universidade Estadual de Campinas (Sao Paulo)
Unifesp: Universidade Federal de Sao Paulo

Unifor-CE: Fundacao Edson Queiroz Universidade de Fortaleza
(Ceard)

Unigranrio: Universidade do Grande Rio (Rio de Janeiro)
Unioeste-PR: Universidade Estadual do Oeste do Parana
Unisc-RS: Universidade de Santa Cruz do Sul (Rio Grande

do Sul)

Unisinos-RS: Universidade do Vale do Rio dos Sinos
(Rio Grande do Sul)

UPE: Universidade de Pernambuco
UPF-RS: Universidade de Passo Fundo (Rio Grande do Sul)
UPM-SP: Universidade Presbiteriana Mackenzie (Sao Paulo)
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